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Povzetek

Veliko pojavov v vesolju lahko razlozimo s padanjem snovi na ¢rno
luknjo. Da bi lahko izdelali modele teh pojavov, je potrebno poznati
orbite tako delcev kot tudi fotonov, ker le-ti prenaSajo informacijo
do detektorjev. V diplomskem delu sem poiskal analiticne reSitve
za Gas potovanja fotonov med dvema poljubnima totkama in naredil
program, ki nariSe orbito in izrauna ¢as potovanja med tema dvema
tockama. Resitve sem preizkusil s programom, ki prikaze razSirjanje
prvotno krogelnega vala v okolici érne luknje.

Kljuéne besede: Crne luknje, Numericna relativnost, Rela-
tivnost in gravitacija

PACS: 97.60.Lf, 04.25.Dm, 95.30.5f

Abstract

There are many phenomena in universe which can be explained with
accretion of matter onto a black hole. In order to make models of
these phenomena, one needs to know the orbit equations of particles
and photons, since photons carry the information to detectors.
In this diploma thesis I derive analytic solutions for the time of
flight of photons and make a computer program which draws the
photon orbit and calculates the time of flight between two arbi-
trary points. Solutions were tested with a computer program which
shows the propagation of a spherical wave in the vicinity of a black hole.

Keywords: Black holes, Numerical relativity, Relativity and
gravitation
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1 Uvod

Ze Isaac Newton se je spraseval, ali njegov gravitacijski zakon velja tudi za svet-
lobo, torej ce se tudi svetloba odkloni v gravitacijskem polju nekega telesa. Leta
1783 je astronom J.Michell predlagal Cavendishu, da bi se mogoce dalo dolociti
maso zvezde tako, da bi izmerili, za koliko se zmanjsa hitrost svetlobe, ki zapusca
zvezdo. Cavendish je takoj dobil reSitev in prvi izracunal odklon svetlobe. To je
vzpodbudilo Laplacea, da si je zamislil telo, ki bi bilo tako masivno, da ga ne bi
mogla zapustiti niti svetloba. Zgolj po nakljucju je dobil tocen rezultat za velikost
takega telesa z maso M:
2GM

c2

Rsep, =

bl

kar je znano kot Schwarzschildov radij'. Povrsina 47 R%,, je t.i. horizont dogod-
kov in omejuje obmocje, iz katerega zunanji opazovalec ne more dobiti nobene
informacije. Vsa masa ¢rne luknje je zbrana v srediSc¢u tega obmocja pri r = 0.

Teoretske osnove za ¢rne luknje je postavil Einstein v zacetku 20. stoletja s
splosno teorijo relativnosti. Kmalu po objavi, je Schwarzcshild poiskal resitve Ein-
steinovih Enacb, za katere se je izkazalo, da opisujejo nerotirajoce ¢rne luknje. Kas-
neje, leta 1963, je Kerr odkril resitve, ki opisujejo rotirajoce ¢rne luknje. Pomemben
korak k razumevanju nastanka ¢rnih lukenj je leta 1939 prispeval Oppenheimer.
Odkril je, da se zvezde, ki so na koncu svojega zivljenja tezje od 2 — 3M, sesedejo
v ¢rno luknjo. V Sestdesetih letih se je zacelo teoreti¢no raziskovanje ¢rnih lukenj.
Eno izmed najpomembnejsih odkritij v tistem casu je to, da “Crna luknja nima
las”. To pomeni, da zunanji opazovalec, razen mase, vrtilne koli¢ine in naboja, ne
more dobiti nobenih podrobnosti o ¢rni luknji.

Ker ¢rne luknje ne oddajajo nobene svetlobe, jih lahko zaznamo le preko po-
javov, ki jih v okolici povzrocajo s svojim mocnim gravitacijskim poljem. Prve
eksperimentalne potrditve za obstoj ¢rnih lukenj so se zacele pojavljati v sedemde-
setih letih. Za najboljsi nac¢in odkrivanja ¢rnih lukenj se je izkazala detekcija rent-
genskega sevanja, ki nastane pri akreciji snovi na ¢rno luknjo. Ker se pri tem
sprosti ogromno energije, so ¢rne luknje postale priljubljene kot pojasnilo za velik
izsev nekaterih objektov v vesolju.

En tip takih objektov so tesne dvojne zvezde. V takem sistemu je ena od
zvezd nevidna. Da gre v resnici za dve zvezdi, se da ugotoviti s pomocjo spektra
- periodi¢ni dopplerski premik je edini znak, da gre za dvozvezdje, kjer je ena od
komponent pre§ibka, da bi bila vidna. Iz spektra dobimo periodo, naklon orbite,
hitrost in maso vidne zvezde. 1z teh podatkov se da dolo¢iti spodnjo mejo za maso
nevidne zvezde. Ce je ta masa precej ve¢ja od ~ 2M potem je nevidna zvezda
¢rna luknja. Tak sistem je mocan vir rentgenskega sevanja. Do tega pride, ko
snov spremljevalke pada proti ¢rni luknji in se nabira v disku okoli nje. Pri tem
se mocno segreje in seva v rentgenski svetlobi. Primera takih dvojnih sistemov, ki
vsebujejo ¢rno luknjo nekaj mas Sonca, sta Cyg X1 in A0620-00.

1Za Sonce je Rsen = 2.96km, za Zemljo 8mm, zame pa 10~2°m.
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Drugi tip objektov, ki najverjetneje vsebujejo ¢rno luknjo, so izbruhi zarkov
gama. Zanje je znacilno, da v zelo kratkem ¢asu (npr. nekaj sekund) izsevajo toliko
energije, kot da bi celotno maso Sonca spremenili v energijo (Mgc® ~ 2-10%7]), ali
pa, da se v istem casu sprosti toliko energije, kolikor jo izseva naSa galaksija v sto
letih. Ker so casi zelo kratki, mora biti izvor zarkov gama zelo majhen - bistveno
manjsi kot je galaksija. Vsem tem zahtevam (kratki ¢asi, majhen izvor, zelo visoke
energije) ustrezajo ¢rne luknje.

Trenutno ni nobenega modela, ki bi lahko pojasnil vse znacilnosti izbruhov
7arkov gama. Se najbolj verjeten je t.i. model plimskega raztrganja zvezde. V
tem modelu gre zvezda mimo supermasivne ¢rne luknje, zaradi ¢esar jo plimske
sile raztrgajo. Da pride do tega, morata biti izpolnjena dva pogoja. Prvi je ta, da
se mora zvezda z maso m in radijem r pribilizati ¢rni luknji z maso M na razdaljo,
ki je manjsa od Rochevega radija rg:

M%
T‘R:<—> T,
m

drugi pa je ta, da mora Rochev radij lezati izven Schwarzschildovega radija. To
pomeni, da je naSe Sonce lahko plimsko raztrgano le s ¢rno luknjo, ki je manj
masivna kot 103Mg (slika 1). Ce je érna luknja masivnejsa, lezi Rochev radij za
horizontom dogodkov. V tem primeru se zvezda ne deformira in jo ¢rna luknja
pozre v celoti.

4
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2
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£
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log(r/re)

Slika 1: Log-log graf rg = rr(M/mg) (rdeca barva) in rg., = rsen(M/mg) (zelena
barva). Dokler je Rochev radij znotraj Schwarzschildovega, ¢rna luknja pozre zvezdo v
celoti, Ce pa je rg izven rgcp, ¢rna luknja zvezdo plimsko raztrga.

Pred kratkim so bile narejene simulacije srecanj med supermasivno ¢rno luknjo
in zvezdo soné¢evega tipa [1]. Simulacije kazejo, da se velike spremembe sija zgodijo
na ¢asovni skali nekaj M do nekaj 100M.2 Poleg tega je bilo ugotovljeno, da ima
gravitacijsko lec¢enje pomembno vlogo pri obliki svetlobne krivulje. Ko pride do

2Za ¢érno luknjo z maso 10% Mg, ti Gasi ustrezajo razponu od ~ 5s do ~ 10min, za érno luknjo
z maso 10'° M, pa so ¢asi enaki od 10 ur do nekaj mesecev.
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lecenja, se doloceni deli zvezde preslikajo v Einsteinov disk in tako moc¢no povecajo
navidezno svetlost (slika 2). Ceprav so bile v tem modelu zanemarjene vse inter-
akcije med delci, se tako dobljene energije in ¢asovne skale ujemajo z izmerjenimi.
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Slika 2: Plimsko raztrgana zvezda, kot jo vidimo od strani.[1]

V modelu je bilo simulirano gibanje zvezde v blizini ¢rne luknje z uporabo
analiti¢nih reSitev enacb gibanja v splosni teoriji relativnosti. S sledenjem zarkov
od izvora do oddaljenega opazovalca sta bili doloceni svetlost in videz izvora. Fo-
toni, ki so prisli do opazovalca, so bili sortirani glede na ¢as, ki so ga porabili za to
pot. Enacba orbite fotonov je bila znana v obliki 7 = r(¢), ¢as pa je bil izra¢unan
numericno.

Cilja diplomske naloge sta dva. Prvi je, poiskati analiti¢no resitev (r = r(t)
oz. t = t(r)) za ¢as potovanja fotona in s tem preveriti natan¢énost numeri¢ne
metode v zgornjem modelu, drugi pa, z uporabo analiti¢ne reSitve raziskati, kako
se Siri svetlobni blisk v okolici ¢rne luknje.

V diplomskem delu je najprej podan pregled enacb gibanja v okolici ¢rne luknje
z reSitvami za masne delce in fotone. Sledi primerjava med numeri¢no metodo in
analiticnimi reSitvami za ¢as potovanja fotonov. Na koncu je Se prikazano kako se
siri svetloba v okolici ¢rne luknje.
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2 Enacbe gibanja in njihove resitve

Da bi opisali Sirjenje svetlobe v okolici ¢rne luknje, je potrebno poznati resitve
enaCb gibanja v gravitacijskem polju ¢rne luknje. Tu bo podan kratek pregled
enaCb gibanja, konstant gibanja in njihovih reSitev v primeru Schwarzschildske
metrike. Enacbe in reSitve bodo veljale tako za masne delce kot za fotone. Kaksne
so razlike med orbitami delcev in fotonov je razlozeno v podpoglavju Tipi orbit na
strani 17.

Enacba orbite oblike 7 = r(t) oziroma t = t(r) bo podana kasneje, ko bo
potrebno povezati dve tocki s svetlobno geodetko.

2.1 Enacbe in konstante gibanja

Invariantna razdalja med dvema tockama v prostoru je enaka
ds® = g, dztdz” (1)

kjer je g,, metri¢ni tenzor, z* in z” pa koordinate. V primeru Schwarzschildske
¢rne luknje je g,, v krogelnih koordinatah enak

-1-2H 0 0 0
0" g 00
= - r 2
gul/ 0 0 TQ 0 ) ( )
0 0 0 r2sin’6

kjer je M = Gc]‘{[' masa ¢rne luknje z maso M'. Uporabljene enote so take, da je
c = G =1, torej je velikost Schwarzschildovega radija enaka Rg., = 2M.
V splosni teoriji relativnosti dobimo enacbe gibanja iz Lagranzeve funkcije

L' = \/—gu,,x'“x"’ , (3)

kjer so z# = (t,r, 6, ) koordinate, ki opisujejo lego v prostor-¢asu in z# = (%, 7, 0, ¥)
njihovi odvodi po lastnem casu 7.

Definiramo impulze?:
or'
b= axu (4)

in z upoStevanjem enacbe (3) dobimo za impulze in odvode koordinat

1. . S ,
Pu = _ngw" = zv=-L¢g"p, in azr=-L'g"p,. (5)

Ko v Lagranzevo funkcijo (3) vstavimo zgornje enacbe, dobimo zvezo

L'? = —L'2g“”pﬂp,, = ¢"pp,=-1 ali 0 ¢je L'=0, (6

3Impulzi p,, dobljeni z Lagranzevo funkcijo (3), so v resnici impulzi na enoto mase m !
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ki velja, ne glede na to, kaksen L' smo na zacetku izbrali. Zato je smiselno izbrati za
L' konstanto. Ce je Lagranzeva funkcija L' konstanta gibanja, je poljubna zvezno
odvedljiva funkcija L = f(L') tudi dobra Lagranzeva funkcija [2]. Zato lahko
ekvivalentno izberemo za Lagranzevo funkcijo izraz (7)

1 ..
L= Eg”,,x“x’/ : (7)
Z impulzi (4) in Lagranzevo funkcijo (7) dobimo Hamiltonovo funkcijo

. 1
H = p'u.Z'lL — L= §gwjp“py . (8)

1z zveze (6) sledi, da je H konstanta z vrednostmi:

1

= { —5 za masne delce

0 za fotone 9)
V dodatku (pog. A.1, str.49) je za primer Schwarzschildove metrike (2) pokazano,
da H = —3 ustreza masnim delcem in H = 0 fotonom.

Za Lagranzevo funkcijo L (en.7) in Hamiltonovo funkcijo H (en.8) dobimo v
primeru Schwarzschildove metrike enacbi:

1] IMY . 1 ,
L= |=(1= "7 )+ g P2+ (0 +sin0 ¢2)] (10)
. oM
il 1 oM 1 1
g1l 2 (1——)2 —(2 2) : 11
2 1__27{\/[1715"‘ T pr+r2 p0+sin29p<p (1)

Pri reSevanju Hamiltonovih enacb je potrebno poiskati ¢cimvec konstant gibanja.
Ena je kar Hamiltonova funkcija z vrednostma H = 0 ali —%, odvisno od delca
(en.9). Tiste koordinate, ki ne eksplicitno nastopajo v Lagranzevi enacbi, so
cikliéne, in njihovi impulzi so konstante gibanja. V primeru enacbe (10) sta to
koordinati ¢ in ¢. Impulz —p, je mirovna energija* delca in jo ozna¢imo z E, im-
pulz p, pa je projekcija vrtilne koli¢ine® [, na os z. Koordinati r in @ nista cikli¢ni,
zatorej njuna impulza nista konstanti gibanja.

V dodatku (pog. A.2, str.50) je pokazano, da sta tudi ostali dve kompnenti
vrtilne koli¢ine (I, [,) konstanti gibanja. Torej je celotna vrtilna koli¢ina konstanta
gibanja:

1
P=p;+—1,. 12
97 sin29"® (12)
4V resnici je py = —mey(1 — fof) = —%, ampak se zaradi izbire enot poenostavi v —F.

5Pravilna vrednost je I, = mr? sin® §p. Ker so vsi impulzi definirani na enoto mase, velja kar
I, =p,.
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Enacba orbite
Enacbe gibanja in njihove resitve so Ze znane [1, 4], tu jih bom le na kratko povzel.

Enacbe gibanja dobimo iz Hamiltonovih enach

dA 0A

kjer je A nek operator oz. koli¢ina, H pa Hamiltonian. Za Schwarzschildov primer
dobimo:

E

2M
1 T

i =[r,H] = (1—%)% : (15)

t=[t,H] = (14)

Z upostevanjem enacbe za H (en.11) in vrtilno koli¢ino [ (en.12) dobimo iz zgornjih
dveh enacb enacbo za 7

7*2:2H<1—%)+E2—£<1—%). (16)

Enachi za 0 in ¢ dobimo iz drugih dveh Hamiltonovih enacb:

T L PR (17)
T T2 sin?
l,
¢ = [p, H] Y (18)

Ti dve enacbi sta enaki kot pri klasicnem primeru centralne sile, zato se orbite lahko
obravnavajo kot ravninske. Enac¢ba ravninske orbite je navadno oblike r = r(y), v
tem primeru pa je bolje uvesti novo spremenljivko A, ki meri kot od periastrona.
Vrtilna koli¢ina naj kaze v smeri normale n, velikost vrtilne koli¢ine pa je [ = [-h.
Komponente vektorja 7 se izrazijo s krogelnimi koordinatami (slika 3, levo):

(ng, ny,n,) = (sinesin 2, —sine cosQ, cose) (19)
tako se da velikost vrtilne koli¢ine [ izraziti s temi koordinatami in impulzi:
I = (—sinecotfsin(p — Q) + cose)p, + sine cos(p — Q2)py . (20)

Zvezo med koti ¢, # in A dobimo s pomocjo sinusnega in kosinusnega izreka za
sferne trikotnike (slika 3, desno):

cos(A + w) = cos(p — Q) sin (21)
cos 6

sin(A\ —w) = — ne (22)
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0—m/2

A+@

Slika 3: Ravnina orbite: 7 je normala, ¢ inklinacija orbite, € je dolzina vozla, w dolzina
periastrona in A kot, merjen od periastrona naprej.

tako da se spremenjlivki ¢ in 6 izrazita z novo spremenljivko A:

cosf = —sinesin(A + w) (23)
tan(p — Q) = cose tan(A + w) . (24)
Da se pokazati [3], da ce veljata enachi (21) in (22), potem velja: [A,l] = 1. Tako
dobimo za A in 7
12 l

A=\ H] = [\ gl = (23)
dr . d (1l
= A= (1) . 26
TTA T ax (r) (26)
Enacba orbite je zveza med r in A, in jo dobimo, ko vstavimo ena¢bo (26) v enacbo
(16):
d (l 2M 12 2M
() =+ 2H(1——) E2——(1——). 2
d\ (7“) \/ T + r2 T (27)
7 uvedbo nove spremenljivke u = %, dobimo enacbo orbite
du
a:i\/cﬂ—!—b(l—u)—u?(l—u) , (28)
kjer sta konstanti a in b:
2ME M?H
a="" i b:8l2 . (29)
Z vpeljavo polinoma P(u)
P(u) = a®+b(1 —u) — v*(1 — u) (30)

se integral enacbe (28) zapiSe v obliki:

du
/d)\ =+ m i (31)
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Ocitno je, da orbita obstaja le, dokler je P(u) > 0. Kaksne so nicle tega polinoma
doloc¢a diskriminanta D:

D=ao"+p3%, (32)
kjer sta konstanti « in 3:
27
a=1—9b—7a2 (33)
B=—-1-3b. (34)

Z uvedbo dveh novih parametrov

D

= (a— VD) (35)
D=

(o + VD)3 | (36)

se ni¢le polinoma (30) zapisejo v obliki:

1 -

Uy = §(1+D+D) (37)
1 s 27 ~ - 27

Ug = 5(1 —+ De's + Deﬂ?) (38)
1 Am ~ _ar

u3:§(1+De“3 +De s . (39)

Ceje D <0, staDinD konjugirano kompleksna (‘5 = D*), zaradi ¢esar so vsi
trije koreni polinoma P(u) realni. Ce je D = 0, sta dva ali pa celo vsi trije koreni
enaki. Ce je D > 0, sta D in D realna in sta dve niéli kompleksni (ug in uz), u; pa
ostane realna.



2 ENACBE GIBANJA IN NJIHOVE RESITVE 17

2.2 Tipi orbit

Glede na diskriminanto D in konstanti @ in b, se da orbite razdeliti na 4 tipe. Pri
tem so pomembne nic¢le na intervalu 0 < u < 1, ker se delci lahko gibljejo le med
r = oo in r = 2M. Na sliki 4 so prikazane mozne razporeditve nicel polinoma
P(u) = a? + b(1 — u) — u?(1 — u) in pripadajo¢i tipi orbit.

P(u) a)yD>0 P(u) b)D<O
a? 22 -
B
a’+b a+b A C U
u Uz U4 1
y
P(u) c)D>0 P(u) dD<0
a? -
a2
C (o
u /k u
Uy 1 2., /1 Up up 1
a’+b as

Slika 4: Primeri razporeditve nicel polinoma P(u) na intervalu 0 < u < 1 in ustrezni
tipi orbit. Orbite tipa A ustrezajo sipanju s periastronom v us. Orbite tipa B zacenejo
v neskonénosti in konéajo v érni luknji. Orbite tipa C so ujete med apastron u; in
¢rno luknjo. Orbite tipa D so vezane orbite: delci se gibljejo med periastronom wuo in
apastronom ug. Stabilne krozne orbite dobimo v primeru D, ¢e je us = us.

Predznak diskriminante D za razlicne tipe orbit dolo¢imo po naslednjem
premisleku:

a) Ce je u > 1, potem je P(u) > 0, ker je b < 0. To pomeni, da P(u) nima,
nobene nicle vecje od 1. Da bo to res, morajo biti vse realne nicle negativne.
Ker je u; + us + uz = 1, je to mozno le, &e je ena ni¢la (npr. u;) realna in
negativna, ostali dve pa sta konjugirano kompleksni. Torej je D > 0.

b) Dve ni¢li sta realni, torej mora biti realna tudi tretja. Zaradi tega je D < 0.

c) Edina realna nicla je u;. Podobno kot v primeru a, je tudi tu D > 0.

d) Vse tri nicle so realne, zato je D < 0.

6Ker je b < 0 za masne delce in b = 0 za fotone, je vedno b < 0.
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Enacbe (32, 33, 34) se poenostavijo za fotone, ¢e upostevamo, da je H = b = 0:

27

a=1- 5 (40)
B=-1 (41)
D= 27a2<24—7a2 . 1) . (42)

Poleg tega, ker je b = 0, primera c in d (slika 4, ¢ in d) ne obstajata, diskriminanta
(42) pa spremeni predznak pri

2
Qprit = ——7= -
krit 33

Za a > agi je D > 0 in so orbite tipa B (direktne orbite). Za a < agq je D < 0,
orbite so tipa A (sipanje). Ce je a = agyy; so orbite kritiéne, kar pomeni, da fotoni,
ko se priblizajo ¢rni luknji, za¢nejo kroziti okoli nje na razdalji rg,;; = 3M. Primeri
polinoma P(u) in orbit so na sliki 5.

(43)

P(u)
0.2
01 a> it
\ a=ay /
u
0.2 0 0.6 0. 1
a<krit

-0.1

a<agrit @

@ a> Agrit %

Slika 5: Polinom P(u) za fotone (levo) in orbite fotonov (desno) pri razli¢nih vrednostih
parametra a. Fotoni tipa A (¢ < agri¢) uidejo ¢rni luknji, ée so izsevani na razdalji
r > 3M. Fotoni tipa B (a > ayi¢) uidejo &rni luknji, ée so Ze na zaletku usmerjeni pro¢
od nje. V primeru a = ag.; (kriti¢na orbita) se orbita za¢ne navijati okoli ¢rne luknje
na razdalji r = 3M.
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2.3 Analiti¢cna reSitev enacbe orbite

Resitev enacbe orbite (31), ki je zapisana v tem podpoglavju, je veljavna za delce

z maso, kakor za fotone.

2.3.1 Tip A

Ker je v tem primeru diskriminanta D < 0, so vsi trije koreni (37, 38, 39) realni in

jih zapiSemo v obliki:
up =
Uy =
uz =
kjer je
Dl =v-8

¥ = 2arctan

<1 +2|D| cos %)
U+ 27
5 )

(1 +2|D| cos

Wl Wl Wl

(1 + 2|D| cos 4 —327r) ,

(—ﬂ> = —2arcsin

a+ /3

Qprit

(44)
(45)

(46)

(47)

(48)

Kerje D < 0, je |a] < /—B3. Zaradi tega je argument v arctan (48) negativen, kar
pomeni, da je ¢ € [—m,0]. Na sliki 6 so prikazane ni¢le polinoma (30) na intervalu

Y € [, 0]

o 0.8

0.6

Uo 0.4

0.2

- 3 o o v
B 2 4 _
Us 4 0.2

Slika 6: Nicle u1,ug in ug polinoma P(u) na intervalu ¢ € [—m,0].

Z uporabo substitucije [4]

u = u3 + (up — ug) sin® x ,

se integral (31) prevede na elip

ticni integral 1. vrste z reSitvijo:
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kjer sta konstanti m in n:

1
n=-——— o1
e (51)
m=2"1 (52)

Uy — us

To je ze enacba orbite. Potrebno jo je samo obrniti, da postane oblike u = u(\).
Z upostevanjem enacbe (49) in identitete [5]:

cos x = cn (F(x|m)|m) (53)

se enacba orbite kon¢no zapise:

AN
u = us — (up — ug)en® (F(x;|m) + %|m)) : (54)
D=0
Poseben primer zgornje reSitve je kriticna orbita. V tem primeru je u; = us,
¢ = —m in m = 1. Integral (31) se poenostavi, enacba kriti¢ne orbite pa je:
AN = X — )\; = £2n[ArcTanh(sin x) — ArcTanh(sin x;)] (55)
oziroma:
9 ) AN
u = uz + (ug — uz)Tanh® [ ArcTanh(sin x;) + o ) (56)
2.3.2 Tip B

V tem primeru je diskriminanta DD > 0 in edini realni koren je
1 ~
u=301+D+D). (57)

Tokrat uporabimo substitucijo [4]:

u:u1+\/u%+pu1+qtan2§, (58)

kjer sta konstanti p in ¢:

p=u; —1 (59)
qg=—b+pu; . (60)

Spet dobimo elipti¢ni integral 1. vrste, z resitvijo:

AN =X = X = £n[F(xm) — F(xilm] , (61)
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kjer sta m in n:

n=(uf +pu +q)~

1 up + 5
m=—-|1-— L )
2 u? + pus +q

S pomoc¢jo enach (58) in (53), dobimo ena¢bo orbite:

1 1—cn(F(xm) £ 22)

n

n? 1 + cen(F(xilm) £ 82)

(64)
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3 Povezava dveh tock s svetlobno geodetko

Da bi ugotovili, kako se siri svetloba v okolici ¢rne luknje, je potrebno povezati
zacetno tocko (t;,7;,0;, ¢;) in konéno tocko (tf, 7,0, ¢f) s svetlobno geodetko.
Pri tem reSujemo posebej kotni, radialni in ¢asovni del. Pri radialnem delu je
najpomembnejse dolociti tip orbite (A ali B) in pravilno vrednost parametra a.
Resitev v [4, 1] je dobra le v primeru, da je ena od toc¢k v neskon¢nosti. Tu sem
poiskal resitev za dve poljubni tocki.

Resitev casovnega dela pa omogoca dolocanje lege fotona ob dolo¢enem ¢asu.
V [1] je ¢asovna integracija izvedena numeri¢no in je precej pocasna. Poiskal sem
analitiCne reSitve za Casovno integracijo in s tem pospesil algoritme za dolocanje
lege fotona ob doloc¢enem casu.

3.1 Kotni del

Poznamo zacetno tocko s smerjo é; in konéno tocko s smerjo é; (slika 7) :
€; = €, sinB; cos @; + €, sin B; sin @; + €, cos b; (65)

ér = ézsinbycos gy + é,sinfysin oy + €, cos by . (66)

Slika 7: Kota € in 6\ med zacetno in kon¢no tocko.

Normalo na ravnino orbite izrazimo z vektorji é; in é; s pomocjo sinusnega izreka

éZXéf

n = 67
"= Sinon (67)
tako da dobimo za kot ¢ izraz:
.. sinb;sinf;sin(or — ¢;)

=h-&, = J ) 68
cose =n-€ Y (68)

Iz kosinusnega izreka za sferne trikotnike (slika 7) dobimo 8e izraz za kot JA:
cos 6\ = cos §; cos O + sin 0; sin f; cos(¢f — ¢;) - (69)

Kot 0\ iz enacbe (69) je dolocen do mnogokratnika 27, torej je A\ enak:
AN=0\+27k ,k=0,1,2,3... | (70)

kjer k steje Stevilo navojev orbite okoli ¢rne luknje.
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3.2 Radialni del

Najprej je potrebno dolociti tip orbite: ali je a > ag.i; ali pa a < agpi- Ce si
izberemo neko zacetno tocko (r;, \;), potem kriti¢na orbita (en.56) razdeli ravnino
na tri podrocja (slika 8).

kritiéna orbita

Slika 8: Tipi orbit: e je konéna tocka (rf, Af) v podrocju 1, vodijo do nje iz tocke (75, A;)
orbite tipa B, za katere je a > ajpi. Ce je (rp, Af) v podrocju 3, vodijo do nje orbite
tipa A, za katere je a < agrit- Ce je (¢, Ay) v podrocju 2, vodijo do nje orbite tipa B za

k=0 in tipa A za k > 0.

Ce je konéna tocka v podroéju 3, potem vodijo do nje iz zacetne tocke orbite
tipa A, enacba orbite pa je (54). Ce je konéna tocka v podrocju 1, vodijo do nje
orbite tipa B, enacba orbite pa je (64). Ce je kon¢na tocka v podroéju 2, vodijo do
nje orbite tipa B za k = 0 v enacbi (70), za k > 0 pa orbite tipa A.

Naslednji korak je, poiskati tako vrednost parametra a, da reSitev enache
orbite zadosta pogojema u(A;|la) = u; in u(Afla) = uy.

3.2.1 Tip A
Enacba orbite (54) v zacetni tocki (u;, AN = 0) je:

Ug — Uy

=cn?(F(y; 71
s~y = (ECalm)|m) (71)
in v kon¢ni tocki (ur, AM):
Uy — Uy 9 AN
Y27 n?(Fxalm) £ =2 m) 72
U2 o (F ) + 5 ) ()

To je sistem dveh enacb 7z dvema neznankama ; in a.” S substitucijami [6]

A

v=F(x;|m) + - (73)
z = F(xilm) (74)
v—z= i% (75)

se znebimo spremenljivke x; in dobimo nelinearno enac¢bo za parameter a:

cn(v|m)en(z|m) + sn(v|m)sn(z|m)dn(v|m)dn(z|m)
1 — msn2(v|m)sn2(z|m)

cn(v — z|m) =

"Parameter a pride v sistem s parametri u, us, ug, m in n.
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Z upostevanjem enacb (71)-(75), dobimo zveze, ki jih uporabimo v ena¢bi (76):

cn?(v|m) = ZZ%Z;‘ (77)
sn’(v|m) = ZZ%Z;’ (78)
dn’(v|m) = % (79)
cn®(zlm) = Zj : Z; (80)
sn’(z|m) = Z; : Zi (81)
dn’(z|m) = %_Z; : (82)

Ker enacba (76) vsebuje Jacobijeve funkcije cn, sn in dn, ki so periodi¢ne s
periodo 4K (m), je potrebno ugotoviti, na kateri periodi lezi resitev, preden za¢nemo
enacbo resevati numericno.

V enacbi (76) nastopajo koreni zgornjih funkcij, torej imamo dve moznosti za
predznak funkcij cn in sn.® Predznak dolo¢imo s pomoéjo slike 9, kjer sta prikazani
funkciji sn(z|m) in cn(xz|m). Oznaceni sta tudi tocki, ki oznacujeta najmanjso in

i . _ -
najvecjo mozno vrednost argumenta za obe funkciji (arg,,;, = F[arccos , /. -2-[m]

in arg,,,, = 2K(m) — Flarccos |/ -*2-|m]). Te vrednosti dobimo, ¢e posljemo

foton iz neskonénosti (u; = 0) v neskonénost (us = 0).

ST (z)

05| o

‘ X
K (m)\\ 2K (k)
-0.5¢

-1t F(arccos . /u2“_2u3 ‘m) CI(x)

Slika 9: Funkciji cn(z|m) in sn(z|m).

Ce foton ne zatne v neskonénosti (u; #0), je argument arg; v zacetni tocki
arg, .. < arg, < K(m), zato je vrednost funkcije cn(z|m) v enaébi (76) vedno
pozitivna. Konéna tocka pa je odvisna tudi od kota A\, zato ima lahko argument

8Funkcija dn je vedno pozitivna, saj je dn®(z|m) = 1 — msn?(z|m) in m < 1.
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args v konéni tocki vrednosti arg; < arg; < arg,,,,.° To pa pomeni, da lahko
pri dovolj velikem A\ funkcija cn(v|m) spremeni predznak. Funkcija sn je na
celotnem intervalu [arg,,;,, arg,,,,] pozitivna, tako da funkciji sn(z|m) in sn(v|m)
ne spremenita predznaka.

Torej je potrebno paziti na predznak korena samo v ena¢bi (77). S tem dobimo
dve razli¢ni desni strani enacbe (76):

_cn(v|m)en(zlm) + sn(v|m)sn(z|m)dn(v|m)dn(z|m)
desna, = 1 — msn?(v|m)sn?(z|m) (83)

—cn(v|m)en(z|m) + sn(vim)sn(z|/m)dn(v|m)dn(z|m)

d = . 4
eonaz 1 — msn?(v|m)sn?(z|m) (84)

Vse tri enacbe so prikazane na sliki 10.

desnaq 1

Y desna,
esna,
leva N 0.75
05
05 T leva TT——A O
0.25
desna,
-3 _25 ) 15 1 ~05 i -3 -25 -2 -1.5 -1 705025 v
-0.5 desnas -05
-0.75
,1 71

levaa))
\desnm 0.75

0.5
0.25

Slika 10: Leva stran enacbe (76) (modro) in obe razliéni desni strani: enatba (83) je
rdece barve, enacba (84) pa zelene. Z vijoli¢no barvo je narisana leva stran (76) pri kotu
AN+ 27, torej za orbite, ki se enkrat navijejo okoli ¢rne luknje. V primeru iz prve slike
uporabimo v enaé¢bi (76) ena¢bo (83), v primeru iz druge slike pa (84). Na tretji sliki je
primer orbite tipa A, ki ima resSitev le, ¢e se orbita vsaj enkrat navije okoli ¢rne luknje.

V primeru na sliki 10a uporabimo za iskanje parametra a na desni strani
enacbe (76) enacbo (83), v drugem primeru (slika 10b) pa uporabimo enacbo (84).
V tretjem primeru (slika 10c) pa se dveh tock ne da povezati z direktno orbito tipa
A; edina direktna orbita je tipa B. Ce bi hoteli ti dve tocki povezati z orbito tipa
A, bi se morala vsaj enkrat naviti okoli ¢rne luknje (obmo¢je 2 na sliki 8).

9Tu sem privzel, da se foton na zagetku giblje proti érni luknji in ne pro¢ od nje.
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Enacbo (76) sem reSeval z Brentovo metodo, ki je opisana v literaturi [7]. Dva
primera tako dobljenih orbit sta na sliki 11.

Slika 11: Primer orbite tipa A med dvema tockama. Crna luknja je érne barve, kriti¢na
orbita vijoli¢ne, geodetka med dvema tockama pa modre.
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3.2.2 Tip B

Podobno kakor v primeru orbit tipa A, pois¢emo enacbo orbite tipa B (64) v zacetni
tocki (u;, AN =0):
1 —n?(u; —uq)

= F(x; 85
e = an (P m) ) (55)
in za kon¢no tocko (uy, AN):
1—n?(up — uq) AN
s = en(F(glm) £ S m) (36)

Kakor v prejsnem primeru, uvedemo nove spremenljivke [4]

v = F(xlm) = -2 (87)
2 = F(x|m) (88)
v—2z= :t% (89)

in z adicijskim izrekom [6] dobimo nelinearno enacbo za parameter a:

cn(v|m)en(z|m) + sn(v|m)sn(z|m)dn(v|m)dn(z|m)

en(v — z|m) = (90)

1 — msn?(v|m)sn?(z|m)
Z upostevanjem enacb (85)-(89), dobimo zveze, ki jih uporabimo v enaé¢bi (90):

cn(vim) = 1 -T—ZQEZ; : 33 (91)
4n*(us — uy)
(1+n2(uy —u1))?

4mn®(up — uq)

sn’(v|m) = (92)

dn’oim) = 1= e L (93)
en(z|m) = 1 ;ZQEZ = 23 (94)
) o An®(u — uy)
sn”(z|m) = i+ nz(ulQ_ )2 (95)
dn®(zjm) =1 — Amn(u; — 1) (96)

(14 n2(u; —uq))?

V primeru orbit tipa B ni dveh razli¢nih desnih strani ena¢be (90). Zato ni
obracalnih tock (slika 12) kakor v primeru orbit tipa A in je v tem primeru lazje
dolociti parameter a.

Enacba (90) je reSena numeri¢no z Brentovo metodo [7], dva primera tako
dobljene orbite pa sta na sliki 13.
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0.99

0.98

0.97

0.96

0.95

0.94

Slika 12: Leva in desna stran enatbe (90). Ker ni obratlanih totk kakor na sliki 10, je
parameter a lazje dolociti.
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e il I I / f/ | | l |
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I|I '|\ \ B e, 2 / ;,.' fn' I|I
"\ \ ‘\ \M.,_____/’ / ! |
\ / ! /
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N = P
\ N P
R ., et

Slika 13: Primer orbite tipa B med dvema tockama. Crna luknja je ¢rne barve, kritiéna
orbita vijoliéne, geodetka med dvema tockama pa modre.



3 POVEZAVA DVEH TOCK S SVETLOBNO GEODETKO 29

3.3 Casovni del

Da bi dolodili ¢as potovanja fotona od zacetne do konéne tocke, zdruzimo enacbi
(14) in (16):

()5 (-2 (-2)0-2)

Uf d
Atztf—ti:iQMa/ Y .
w (1 —u)y/a® —u2(l—u)

Zgornji integral reSimo posebej za tip A in tip B.

oziroma
(98)

3.3.1 Tip A

Do resitve za tip A je najlazje priti s pomocjo programskega paketa Mathematica.
Resitev, dobljena z Mathematico, je izrazena z niclami polinoma pod korenom v
zgornji enacbi. To so iste nicle kot v (44, 45, 46), potrebno je samo ugotoviti katera
od nicel v Mathematici ustreza uy, us in us.

Nedoloceni integral ena¢be (98), kot ga izra¢una Mathematica, je kompleksen.
Imaginarni del je konstanten in se bo odstel, ko vstavimo meje v (98). Zato lahko
ze nedoloceni integral popravimo tako, da bo realen.

Ker se fotoni tipa A lahko gibljejo le od periastrona do neskonénosti (0 < u < us),
se reSitev Se dodatno poenostavi. Za ¢as dobimo enacbo:

t(u,a) = _2\/ (u —u)(u — u3) (u;;(az n u2(u 1)) - u3)\/(u — ug)(u1 — ug) N

(u — ug)(u1 — u3) (u —u1)(u — u3)

+u((a2(u = 1) + wrus(us = Du = up(a® + wed)) E(g|m') -

(s (s — z) — ) F(gm) — a?) +
nmton)) /

(au\/a2 + v?uz(ug — 1)(u — 1)) , (99)

+2au(u — ug) ((1 — u3)II(1 — %, dlm') + uzII(
3

kjer so u1, ug in u3z podani z enacbami (44, 45, 46), ostali parametri pa so:

U — U9

¢ = arcsin (100)
Uz — Ug
in ¥
L (101)

. )
sin %ﬂ
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funkcije F(¢|m'), E(¢|m') in II(n', p|m’) pa so elipti¢ni integrali prve, druge in
tretje vrste:

(102)

¢ 1

Flolm) = /0 V1 —msin? ¢ 49
¢

E(¢|m) = /0 \/1—msin® ¢ dé (103)
¢

1
- _ do .
(n, ¢lm) /0 (1 — nsin® ¢1/1 — msin® ¢) ’

Pricakovati je, da bo foton, ki ima parameter a zelo blizu kriticnega, nekaj
casa krozil okoli ¢rne luknje, preden se za¢ne oddaljevati od nje. Na dovolj veliki
razdalji od ¢rne luknje pa bo orbita kar premica, zato tam ¢as narasc¢a enakomerno
(t—1).

(104)

tM) rM)

600 20
15
300 10

5

u tM)
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 20 40 60 80 100

Slika 14: Levo: Graf (99) ¢ = t(u) pri @ = ag — 10710, Na abscisi je u = %, in gre
lahko najve¢ do periastrona uy (ki je v tem primeru skoraj enak kritiénemu, t.j. 2/3); na
ordinati pa je ¢as t v enotah M. Desno: Graf r = r(t) v enotah M pri a = ag;; — 10710,

Graf (slika 14 levo) pikazuje odvisnost ¢asa od razdalje (¢t = t(u)) (en. 99) pri
a, ki je zelo blizu ay,;. Prikazan je tudi graf r = r(¢) (slika 14 desno). Tu se vidi,
da foton precej casa krozi na kriti¢ni razdalji r = 3M preden se za¢ne oddaljevati.

Primerjava z numeriéno metodo

Primerjal sem z metodo Runge-Kutta cetrtega reda s prilagodljivim korakom.
Kako je numeri¢na integracija izvedena, je opisano v [1].

Na grafih na slikah 15, 16 in 17 je prikazana razlika med analiti¢no reSitvijo
(99) in numeri¢no integracijo [1] za razli¢ne vrednosti parametra a. Na vseh grafih
je koncna tocka enaka ry = 50000, zaCetna r; pa gre od periastrona rpe,; < 73 <
Tperi + 00M.

V tabeli 1 (str.40) je primerjava ¢asov potrebnih za izra¢un Casa potovanja
fotonov po obeh metodah s programskim jezikom Delphi. Algoritmi za izra¢un
elipti¢nih integralov so v literaturi [7].



3 POVEZAVA DVEH TOCK S SVETLOBNO GEODETKO 31

§t[M)
0.2}
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0.1 |
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St[M)
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-0.02 +

Slika 15: Razlika med analiticno in numeri¢no reitvijo za cas At = t(ry) — t(r;) pred
periastronom (¢rno) in po periastronu (rdece). Meji integracije r; in rf sta rper; < 175 <
Tperi+50M inry = 5000M. Na abscisi je razdalja r v enotah M, na ordinati pa 6t = ¢4y, —
tnum v enotah M. Vrednosti parametra a so: a) a = agpy — 1075, b) a = agps — 1074,
c) a = agp — 1073,
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S5t[M]
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Slika 16: Razlika med analiticno in numeri¢no resitvijo za ¢as At = t(ry) — ¢(r;) pred
periastronom (¢rno) in po periastronu (rdece). Meji integracije r; in 7 sta rper; < 75 <
Tperi + 50M in ry = 50000 . Na abscisi je razdalja r v enotah M, na ordinati pa 0t =
tan —tnum v enotah M. Vrednosti parametra a so: a) a = agpiy — 1072, b) a = agpi — 0.1,
c) a=agi—0.2.
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5t[M)
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Slika 17: Razlika med analiticno in numeri¢no reitvijo za cas At = t(ry) — t(r;) pred
periastronom (¢rno) in po periastronu (rdece). Meji integracije r; in rf sta rper; < 175 <
Tperi + 50M in ry = 5000M. Na abscisi je razdalja 7 v enotah M, na ordinati pa 0t =
tan — tnum v enotah M. Vrednosti parametra a so: a) a = agri¢ — 0.3, b) a = agri — 0.38,
c) a = agrt —0.384 .
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Za vrednosti parametra a, ki so dovolj dale¢ od ¢ = 0 in a = a4, je razlika
med obema metodama nekajkrat 10 2M. Za vrednosti parametra a ~ a,;; razlika
naraste na 0.1M, ¢e pa je a = 0, je razlika celo 1.2M.

Numeri¢na integracija v [1] je bila izvedena z metodo Runge-Kutta 4. reda
s prilagodljivim korakom. Ker se korak spreminja, se tudi perioda na grafih 15,
16 in 17 spreminja. Ce je interval [a, b], na katerem integriramo, razdeljen na N
podintervalov s tockami {x1, z2, x3, ...z }, ki dolocajo velikost koraka, je numeri¢na
integracija najbolj to¢na v to¢kah {z1,xs,z3,...xx}. To pomeni, da je numeri¢na
integracija najbolj toéna v tistih tockah na grafih razlike (slike 15 — 17 in 27 — 29),
kjer grafi naredijo ostre Spice.

Kadar je tam tudi razlika med analiti¢no resitvijo in numeriéno metodo naj-
manj$a, je analiti¢na reSitev bolj natan¢na (sliki 16, 17 in vsi primeri za tip B).

Edina moznost, da bi numeri¢na integracija bila bolj natanc¢na, je na grafih
na sliki 15, to je za tiste a, ki so skoraj kriticni. Da bi ugotovil, katera metoda
je bolj natan¢na v tem primeru, sem analiticno reSitev primerjal Se z numeri¢no
integracijo, kot jo izvede Mathematica (slikal8).

Log(tAN—tNUM) tAN’tNUM
u
10 02 03 04 05 06
0.00015
125
15 0.0001
175
S 0.00005
o5
u
L o5 02 03 04 4 06

Slika 18: Levo: Logaritem razlike med analiti¢no reSitvijo in numeri¢no metodo iz Math-
ematice. Desno: Razlika med analiticno resSitvijo in numeriéno metodo iz Mathematice.
V obeh primerih so parametri isti kot na grafu na sliki 15 zgoraj.

Ker je pri istih parametrih kot na sliki 15 zgoraj, razlika med analiti¢no
reSitvijo in numeriéno metodo iz Mathematice manjsa od 2 - 1073M in je raz-
lika med analiti¢no re§itvijo in numeri¢no metodo iz [1] velika tudi do 0.25M, je
verjetno analiti¢na metoda bolj natan¢na tudi v tem primeru.
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3.3.2 Tip B

Analiti¢na resitev dobljena z Mathematico je pravzaprav ista kot v primeru tipa A.
Razlikuje se le v tem, da je samo nicla u; realna, ostali dve pa sta kompleksni. Prav
tako je nedoloceni integral kompleksen s konstantnim imaginarnim delom, torej bo
doloceni integral realen. Ker fotoni tipa B koncajo v ¢rni luknji je u omejen z
0<u<l.

Kljub vsem poenostavitvam, ta reSitev vseeno ni uporabna za programiranje,
ker postanejo argumenti v elipti¢nih integralih pri a > a.;; kompleksni. Ker je cilj
naloge poiskati reSitev, ki je uporabna tudi za programiranje, bom v tem primeru
poiskal resitev enacbe (98) z razvojem v vrsto. Realni del toéne resitve bom upora-
bil le za primerjavo z vrsto.

V vrsto razvijemo koren iz enacbe (98)
1
Var—u2(1—u)

Ker je a > ag,i, lahko za tiste a, ki so dosti veéji od a4, razvijemo funkcijo f(u, a)
tako, da posljemo a proti neskonénosti (a — 00). Ce pa je a blizu gy = 3—\2/5,

f(u,a) = (105)

lahko pride do tezav, ko gre u — % Torej je pri razvoju v vrsto potrebno lociti
dva rezima:

1. a >> agri
2. a4 krit -

Obe vrsti morata biti taki, da se bosta njuna konvergen¢na polmera prekrivala na
intervalu 0 < u < 1. V prvem primeru (a >> a3 je razvoj precej enostaven:!?
1
fl (’U,, a’) = = E

a\/m 1+§; (?) (W)] . (106)

V drugem primeru (¢ % akrit) Pa je potrebno f(u,a) razvijati okoli tocke
u= % 7 upostevanjem zveze

1

1 2\°
a® —u*(l —u) =a® —a},; + (u + §> (u - §) (107)

se razvoj funkcije f(u,a) v vrsto zapise kot (pog. A.3, str.51)

2 () i) |

(108)

1
\/GQ — gy + (u— %)2

Vse tri funkcije (f(u,a), fi(u,a) in fo(u,a)) so prikazane na sliki 19.

f2(u’a) =

107 fi(u,a) sem oznaéil razvoj funkcije f(u,a) v prvem rezimu. Podobno bo v drugem rezimu

(f2(u, a))-
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350
300
250
200
150

100
50

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Slika 19: Funkcija f(u,a) (rdece), vrsta fi(u,a) (zeleno) in vrsta fa(u,a) (modro). Ker
se vrsta fo zelo dobro prilega f, funkcije f ni videti na grafu. Funkcije so narisane za
primer a = ag,; + 0.00001.

Vidimo, da funkcija f; (zelene barve) dobro aproksimira funkcijo f (rdece
barve), Ce je u precej razlicen od % V obmocju u ~ % pa je precej boljsa funkcija
fo (modre barve). Ujemanje je tako dobro, da na grafu ni videti funkcije f, ker jo
vrsti fo in f; popolnoma prekrijeta.

Na sliki 20 je prikazana razlika med vrstama in funkcijo f; — f in fo — f.

0.004¢
0.0035¢
0.003¢
0.0025¢
0.002f
0.0015¢
0.001¢

0.0005}

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Slika 20: Razlika f; — f (zeleno) in fo — f (modro) v primeru a = agq;+ + 0.00001. V
obeh vrstah je stevilo ¢lenov enako N = 5. Na abscisi je u.

Iz slike je razvidno, da obe vrsti skupaj dobro aproksimirata funkcijo f(u,a),
torej se konvergenéna polmera obeh vrst prekrivata. Zato obstaja neka meja (u,,),
kjer je ena vrsta bolj natan¢na od druge. Mejo dobimo, ¢e ugotovimo, pri katerem
Uy, postanejo posamezni Cleni med vrstama enaki. Izmed vseh reSitev izberemo
tisto, ki je realna in lezi na intevalu u,, € [0,1]. Taka reSitev je samo ena in je
enaka za vse a:

Uy = 3(3 - 3). (109)
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Tako lahko funkcijo f(u,a) aproksimiramo s kombinacijo vrst fi in fo:

Flu,a) = {fl(u,a) ce je u < Up, , (110)

f2(u,a) Cejeu > up -

Graf na sliki 21 prikazuje razliko med tako dobljeno vrsto (110) in funkcijo
f(u,a) pri a = agry +0.00001 in N = 5.

Jorsta — f(u,a)
0.003
0.0025
0.002
0.0015
0.001

0.0005

u
0.2 0.4 0.6 0.8 1

Slika 21: Razlika med aproksimacijo (en.110) in funkcijo f(u,a) v primeru
a = agpi + 0.00001 in N = 5.

Graf na sliki 22 prikazuje razliko med (110) in f(u,a) v odvisnosti od u pri
a = a5 + 0.00001 in za razliéno Stevilo ¢lenov N.

log(fursta — f(u,a))

»
-

Slika 22: Logaritem razlike med aproksimacijo (en.110) in funkcijo f(u,a) v primeru
a = agrip +0.00001 za N od 1 do 10.

Graf na sliki 23 prikazuje razliko med (110) in f(u,a) v odvisnosti od parame-
tra a pri u = u,, za razlicno §tevilo ¢lenov V.

Iz slike 21 se da tudi oceniti, kaksno napako bo imel cas, izracunan po tej
metodi. Po integraciji bo napaka priblizno enaka ploscini pod grafom. Na sliki 24
je prikazana ocena napake za cas, ki ga dobimo z integracijo vrste.

Ker imamo dve moznosti za funkcijo f(u, a), imamo tudi dve razli¢ni moznosti
za izracun casa. Katera je pravilna, je odvisno od tega, kje lezita integracijski meji
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log(fv'rsta - f(u5 a‘))

-25

-75

-10

-12.5

-15

Slika 23: Razlika med aproksimacijo (en.110) in funkcijo f(u,a) pri u = u,, za N od 1
do 10. Na ordinati je logaritem razlike, na abscisi pa a — agst-

0

-25

-5

z2zZzz2zZ2zZ22

-7.5

log(dt)

-10

-125

OO WD =

-15

|
()]

|
IS

-3 -2 -1 0
log(a — agrit)

Slika 24: Ocena napake §t dobljena s plos¢ino pod grafom 21 v odvisnosti od parametra
a za N od 1 do 6. Na ordinati je log(dt), na abscisi pa log(a — agrit)-

u; in uy. Ce obe lezita na isti strani meje u,,, potem namesto f uporabimo f; ali
f2 v (98). Ce pa sta u; in uy na razli¢nih straneh, integriramo v dveh delih:'!

tm du uf du
At:‘QM“[/m e ﬁ(w)u?(l—u)]' 1y

Pri danem konénem $tevilu ¢lenov v vrstah (106) in (108), se da zgornjo enacbo
integrirati. Tako dobljena vrsta za Cas, se izraza z vsoto logaritma in potencne
vrste za u:

U

N
-1 )
At = —2Ma (Co In 4 + E Ciﬂ,z> s (112)
=1

kjer so c; konstante, odvisne od parametra a.

Na sliki 25 so prikazani ¢asi ¢ = t(u), dobljeni s kombinacijo vrst f; (en.106)
in f, (en.108) in z realnim delom analiti¢ne resitve.

Na sliki 26 je prikazan graf r = r(t), izraGunan na iste tri nacine kot graf

t =t(u).

HVzel sem, da je u; < U in up > Up,.




3 POVEZAVA DVEH TOCK S SVETLOBNO GEODETKO 39

t[M]

80
60
40
20

u
0.2 0.4 0.6 0.8
-20

-40

Slika 25: Graf ¢ = t(u): s kombinacijo vrste f; in vrste fo (érno) in analiti¢na resitev
(rdece). Na abscisi je u, na ordinati pa ¢. Vrednost parametra a je a = agpiz + 0.00001,
Stevilo ¢lenov vrsti pa N = 5. Ker je a zelo blizu ag,; se foton nekaj ¢asa navija okoli
¢rne luknje na razdalji u = 2/3.

r[M]
14
12
10

8
6
4

no

#[M]
-60 -40 -20 20 40 60

Slika 26: Graf r = r(¢): s kombinacijo vrste fi in vrste fo (¢rno) in analiti¢na reSitev
(rdece). Na abscisi je ¢, na ordinati pa r. Vrednost parametra a je a = agpiz + 0.00001,
Stevilo ¢lenov v vrsti pa N = 5. Ker je a zelo blizu ag.;; se foton nekaj ¢asa navija okoli
¢rne luknje na razdalji r = 3M.

Ker je v tem primeru a zelo blizu ag (@ = agri + 0.00001) se foton nekaj
casa navija okoli ¢rne luknje na razdalji » = 3M. Ocitno je, da je v tem primeru
analiti¢na reSitev (t.j. realni del kompleksne regitve) slabsa od vrste, ker izgleda,
kot da bi se foton na zacetku nekaj casa gibal nazaj.

Resitev z vrsto se nekaj casa ujema z analiti¢no, Ce pa je a & a4 se analiticna
reSitev zlomi pri kriticnem radiju » = 3M. Zakaj pride do tega nisem ugotavljal,
ker to ni cilj diplome, poleg tega pa sem se ze na zacetku odlo¢il, da v primeru B
analiti¢ne reSitve ne bom uporabljal, ker so argumenti elipti¢nih integralov kom-
pleksni.
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Primerjava z numeri¢no metodo

Na grafih na slikah 27, 28 in 29 je prikazana razlika med resitvijo (112) in
metodo Runge-Kutta ¢etrtega reda s prilagodljivim korakom [1] za razli¢ne vred-
nosti parametra a. Na vseh grafih je kon¢na tocka enaka 7y = 5000M, zacCetna r;
pa gre od 2M < r; < 50M.

V vseh primerih je razlika med obema metodama nekaj 10=2M, §tevilo Elenov
v vrsti pa je enako N = 5.

V tabeli 1 je primerjava ¢asov potrebnih za izra¢un ¢asa potovanja fotonov po
obeh metodah za fotone tipa A in B.

‘ analitiéno vrsta numeri¢no ‘ faktor

tip A: pred periastronom 46s - 122s 2.65
tip A: po periastronu 82s - 543s 6.6
tip B - 5s 135s 27

Tabela 1: Primerjava hitrosti med analiti¢no in numeri¢no metodo za 10® fotonov (tip
A in B).

Program [1], ki modelira padec zvezde v ¢rno luknjo, se je z uporabo analiti¢nih
reSitev in razvoja v vrsto pospesil: Cas racunanja se je zmanjsal iz npr. 9 ur na 6 ur.

Natanc¢nost vrste pri razlicnem Stevilu clenov, se vidi iz grafov 22 in 23. Ko-
liksno napako naredimo, ¢e ¢as racunamo z vrsto pri razlicnem Stevilu ¢lenov, se
vidi iz grafa 24.

V grafih 27, 28 in 29 sem uporabil vrsto s Stevilom ¢lenov N = 5, zato je
napaka te vrste manjsa od 1072M (slika 24), oziroma je enaka kve¢jemu nekaj
1073 M. Ker je razlika med numeri¢no integracijo in vrsto priblizno desetkrat veéja,
je resitev z vrsto bolj natancna.

V primeru modela zvezde [1] se fotoni sortirajo glede na ¢as potovanja v slike,
ki nastanejo v razmikih 1M. Zato je v tem primeru napaka nekajkrat 0.01M
oziroma manj kot 0.1M najbrz ze dovolj majhna. Taksno natan¢nost ima vrsta ze
pri treh ¢lenih (graf 24).

Pri racunanju S§irjenja valovne fronte, pa je potrebna ve¢ja natanc¢nost: ce
bi bila napaka velika 0.1M oziroma nekajkrat 0.01M, se reSitve za tip A in tip
B ne bi ujemale pri a ~ ay.;- Posledica tega bi bila, da bi se valovne fronte na
kriti¢ni orbiti zlomile. Zato sem vzel vrsto s petimi ¢leni, ker ima napako manjso

od 1072M.
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St[M]
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Slika 27: Razlika med vrsto s Stevilom ¢lenov N = 5 in numeri¢no resitvijo [1] za Cas
At =t(ry) —t(r;). Meji integracije r; in rf sta 2M < r; < 50M in 7y = 5000M. Na
abscisi je razdalja r v enotah M, na ordinati pa dt =, —tnum v enotah M. Vrednosti
parametra a s0: a) a = agpit +107°, b) @ = aprie + 1074, ) a = agpi + 1073,
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Slika 28: Razlika med vrsto s Stevilom ¢lenov N = 5 in numeri¢no resitvijo [1] za Cas
At =t(ry) — t(r;). Meji integracije r; in 7y sta 2M < r; < 50M in ry = 5000M. Na
abscisi je razdalja r v enotah M, na ordinati pa 0t = tyr — tnum vV enotah M. Vrednosti
parametra a so: a) @ = gyt + 1072, b) @ = aprip + 0.1, ¢) @ = appie + 1 .
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Slika 29: Razlika med vrsto s Stevilom ¢lenov N = 5 in numeri¢no resitvijo [1] za Cas
At =t(ry) —t(r;). Meji integracije r; in rf sta 2M < r; < 50M in 7y = 5000M. Na

abscisi je razdalja r v enotah M, na ordinati pa 6t = t,,

— tpum V enotah M. Vrednosti

parametra a so: a) a = agpit + 2, b) @ = agrit + 3, ¢) a = agrie + 10 .
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4 Sirjenje svetlobe v blizini ¢rne luknje

Z znanimi potovalnimi ¢asi fotonov in enac¢bami orbite se da prikazati, kako se §iri
valovna fronta v okolici ¢rne luknje. To ustreza npr. bliskom svetlobe, ki nastanejo
v akrecijskem disku okoli ¢rne luknje. Ker se svetloba v mo¢nem gravitacijskem
polju moc¢no ukrivi, pricakujem, da se valovne fronte na doloc¢eni razdalji ne bodo

vec Sirile radialno od tocke izvora, ampak se bodo zacele ukrivljati proti ¢rni luknji
(sliki 32 in 33).

Program je narejen s programskim jezikom Delphi, algoritem je pa naslednji:
1. Doloci stevilo fotonov, s katerimi aproksimiramo valovno fronto.
2. Dolo¢i zacetno tocko (r;, @;), iz katere se bo valovna fronta §irila.
3. Doloci parameter ¢ in s tem tudi tip orbite (A ali B) za vsak foton.

4. Ob nekem ¢asu T numeri¢no dolo¢i novo razdaljo r iz enacbe za ¢as (99,
112).

5. Iz enacbe orbite (50, 61) dolo¢i nov kot A oziroma .
6. NariSe fotone pri novih legah.
7. Poveca casna T =T + AT.

V tem programu se parameter a dolo¢i drugace kot je opisano v podpoglavju
3.2, ker ne poznamo koncnih tock za fotone. V tem primeru zadosca, da si izberemo
smer, v katero bo foton odletel.

Slika 30: K dolo¢anju parametra a.
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S pomocjo slike 30 in trigonometrije zapiSemo:

7 =ré, (113)
7= 6, + 1o, (114)

fan & = s . (115)
2 P2 r2?

Z upostevanjem enacb (16) in (18), dobimo ena¢bo

¢ U
tan > = , 116
2 +ya>—uw?(1—u) +Va® +u? (116)

ki je ob danem zacetnem u = u; enostavno resljiva. Z uvedbo konstant

u

a= 117
tan % (117)
B =u*(1—u) (118)
dobimo resitev za parameter a:
4 2 — )2
VA +(@*+5-1) (120)

2a

Na sliki 31 so prikazane tako dobljene zacetne smeri in orbite fotonov.

Na sliki 34 je prikazano Sirjenje valovne fronte. Narisana tudi kriti¢na orbita
(roza) in valovne fronte (modro) ob ¢asovnih presledkih AT = 5M.

Valovne fronte se pri neki razdalji ve¢ ne S§irijo radialno od izvora ampak se
zacnejo vedno bolj ukrivljat. Vsi fotoni, ki so tipa B, konc¢ajo v ¢rni luknji.
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At

*

A

Slika 31: Zacetne smeri fotonov (zeleno) dobljene z enacbo (120) in orbite fotonov

(modro).

*

At

A

Slika 32: Primer ukrivljene valovne fronte (modro). Kriti¢na orbita je roza barve.
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*

Slika 33: Primer ukrivljene valovne fronte (modro). Kriti¢na orbita je roza barve.
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Slika 34: Sirjenje valovne fronte.
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5 Zakljucek

V tem delu sem povzel resitve gibalnih enacb za fotone v blizini Schwarzschildske
¢rne luknje. Poiskal sem analitiCne reSitve za ¢as potovanja fotona. ReSitve sem
preizkusil tako, da sem opisal §irjenje prvotno krogelnega vala v blizini ¢rne luknje.

Orbite fotonov se delijo na dve skupini (A in B). Fotoni tipa A letijo iz
neskoncnosti v neskon¢nost in se najbolj priblizajo ¢rni luknji v periastronu. Fotoni
tipa B letijo iz neskon¢nosti in koncajo v ¢rni luknji. Katerega tipa so orbite je
odvisno }e od enega parametra a. Za a < 32% so orbite tipa A, za a > % pa so
tipa B. Ce je a = % je to kriticna orbita; taki fotoni se priblizajo ¢rni luknji in
zacnejo kroziti okoli nje na razdalji r = 3M.

Dve poljubni konéni tocki sem povezal z orbito tako, da sem naredil program,
ki iz enacbe orbite za dano zacetno in kon¢éno tocko dolo¢i parameter a in narise
orbito. Fotoni tipa A niso enoli¢no povezani z eno samo orbito; pri dveh danih
tockah obstaja vec reSitev za parameter a. To so orbite, ki se veckrat navijejo okoli
¢rne luknje.

Analiti¢na resitev za cas potovanja fotona med dvema poljubnima to¢kama za
fotone tipa A se izraza z elipti¢nimi integrali, resitev za fotone tipa B pa je zapisana
s kombinacijo dveh poten¢nih vrst. Algoritem za izracun ¢asa po obeh metodah
je hitrejsi od numeri¢ne integracije. Ker je resitev za tip A analiticna, je njena
natan¢nost omejena z natancnostjo algoritmov za izracun elipti¢nih integralov [7].
Pri resitvi z vrsto (tip B) lahko z dovolj velikim Stevilom ¢lenov dosezemo poljubno
natan¢nost. Obe reSitvi sem uporabil v programu, ki prikazuje Sirjenje valovne
fronte v gravitacijskem polju ¢rne luknje.

Sirjenje valovne fronte iz slike 34 ustreza Sirjenju bliska svetlobe v disku okoli
¢rne luknje. Taki bliski so lahko posledica npr. trkov med delci v disku. Zaradi
mocnega gravitacijskega polja ¢rne luknje pride do gravitacijskega lecenja, ki spre-
meni obliko valovne fronte.
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A Dodatek

A.1 Hamiltonova funkcija H za fotone in masne delce

Na strani 12 je pokazano, da je Hamiltonova funkcija H konstantna, zato je vseno

pri kaksnem r je izracunana. Najbolj enostavno je vzeti H pri r — oo:

1
H=H(r— )= 5(—pt2|

!
r—00 Py r—)oo) ’

kjer sta impulza p; in p, enaka

Ob upostevanju, da gre r proti neskon¢nosti, se H e dodatno poenostavi

1, .
H= 5(—1f2+7'«2) :

Velja se:
o
_67'_’y
_or _ory _or
or Ot Ot

(121)

(122)

(123)

(124)

(125)

(126)

Ne bo odve¢ ponovno opozorilo, da so enote take, da je ¢ = 1. Torej odvod % ni

enak hitrosti v ampak % = 2 = (. Tako dobimo vrednosti za H:

1
FOTONL: H = 5(—72 +94) =0

_72 1

(127)

(128)
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A.2 Vrtilna koli¢ina - konstanta gibanja

Komponenti [, in [, vrtilne koli¢ine se izrazita z impulzi in krogelnimi koordi-
natami:

l; = cotfcosp p, +siny py = Re [(cot 9 p, — ipg)ei‘p} (129)

ly = cotfsiny p, — cosp py = Im[(cot@ Py — ipg)ei‘p] ) (130)

Definiramo nove spremenljivke:

Iy =1, +il, = (cot 0 p, — ipg)e'” (131)
L=l —il, =1 . (132)

Odvod neke koli¢ine po ¢asu dobimo s Poissonovim oklepajem:

du ou

Ce u ni eksplicitno odvisna od ¢asa, je konstantna, e je le Poissonov oklepaj s
Hamiltonovo funkcijo enak ni¢. V primeru [, je [[, H] enak

ol 0H ol,0H 0l, 0H
L H) = Zx9%  F 00 O OF
b H] = 5 aps ~ ape 00 T 0 0,
_ e Po P wpicos&
sin? @ r? r2sin® 6
Py
r2sin’6

=0. (134)

+i(cot Op, — ipg)e™?

Ker sta [ in [_ konjugirano kompleksna, je tudi [I_, H] = 0. Ko izrazimo [, in [,
z l; in [_, ugotovimo, da sta Poissonova oklepaja za [, in [, enaka nic:

1
Loy H] = 5 (14, H] + 1, H]) =0 (135)
1
ly, H) = 5 (104 H] = [1-, H]) = 0. (136)
1
Ker sta komponenti vrtilne kolic¢ine [, in [, konstanti gibanja, je tudi celotna vrtilna

koli¢ina konstanta gibanja:

P

sin?f -’

P=0+02+12=cot’d pl+p;+pl=p;+ (137)
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A.3 Razvoj v vrsto f(u,a) okoli tocke u = 2
Funkcijo f(u,a)

1
Va2 —u?(1 — u)

z uporabo zveze

f(u,a) = (138)

2

razvijemo v vrsto okoli tocke u = %

1 2\?
a? —u*(l —u) =d®> —a2,; + (u + §> (u - §> : (139)

tako da se funkcija f(u,a) zapise kot
1
Vot =t (0= 37 (=341

V drugem oklepaju pod korenom (u — % + 1) uporabimo substitucijo u — % =z in
zapiSemo enacbo za f

flu,a) = (140)

1
_
Ve =+ (u=2) 4+ 1)

Razvijemo v vrsto okoli tocke u = 2 oz. z = 0:
1 = [-1 u—2)°2
1oy () (=) )]
2 2 212 - 7 a2_a2.+(u_2)
a” — Qppit + (’LL — 5) i=1 krit
(142)

Ta vrsta zelo hitro konvergira, ker gre z — 0. Spet upoStevamo, da je z = u — % in
dobimo konéen izraz za razvoj funkcije f(u,a) v vrsto:

f(u,a,z) = (141)

flu,a,2) =

1

Ver—at+ (u—3)°

f(u,a) =
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