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1 Izpeljava ena£be rotirajo£e politropne zvezde

Ena£ba, ki opisuje rotirajo£ plin v mehanskem ravnovesju je:

∇p = ρ∇Φ + ρω2(x, y, 0), (1.1)

kjer je p tlak, ρ gostota, Φ gravitacijski potencial in ω kotna hitrost rotacije, pri £emer os

vrtenja kaºe v smeri osi z. Gravitacijski potencial zado²£a Poissonovi ena£bi:

∇2Φ = −4πGρ. (1.2)

Za laºjo obravnavo zapi²emo zgornji ena£bi v sferi£nih koordinatah (r, ϑ, φ), ena£bo (1.1)

kot:
∂p

∂r
= ρ

∂Φ

∂r
+ ρω2r(1− µ2),

∂p

∂µ
= ρ

∂Φ

∂µ
− ρω2rµ, (1.3)

kjer smo vpeljali µ = cos(ϑ). Ena£bo (1.2) pa v sferi£nih koordinatah napi²emo kot:

1

r2

∂

∂r

(
r2∂Φ

∂r

)
+

1

r2

∂

∂µ

(
(1− µ2)

∂Φ

∂µ

)
= −4πGρ. (1.4)
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Vstavimo sedaj odvoda potenciala iz ena£b (1.3) v (1.4) pa dobimo:

1

r2

∂

∂r

(
r2

ρ

∂p

∂r

)
+

1

r2

∂

∂µ

(
(1− µ2)

ρ

∂p

∂µ

)
= −4πGρ+ 2ω2. (1.5)

Nadalje upo²tevamo, da tlak in gostoto povezuje politropska zveza ter vpeljemo novi spre-

menljivki Θ in ξ, ki zado²£ata:

p = Kρ1+ 1
n , ρ = λΘn, p = λ1+ 1

nKΘn+1, r =

(
(n+ 1)K

4πG
λ

1
n
−1

) 1
2

ξ. (1.6)

Z uporabo zgornjega preide ena£ba (1.5) v

1

ξ2

∂

∂ξ

(
ξ2∂Θ

∂ξ

)
+

1

ξ2

∂

∂µ

(
(1− µ2)

∂Θ

∂µ

)
= −Θn + v, (1.7)

kjer smo de�nirali ²e v = ω2

2πGλ
. V primeru nerotirajo£ega plina, ko je ω = 0 in s tem tudi

v = 0, je zgornja ena£ba kar obi£ajna Lane-Emdenova ena£ba. Njene re²itve so namre£

sferno simetri£ne, s £imer odpade £len z odvodom po µ. Ozna£imo te sferno simetri£ne

re²itve Lane-Emdenove ena£be z θ. Re²itev ena£be rotirajo£ega plina (1.7) bomo poiskali

perturbativno, v prvem redu parametra v (predpostavimo ω4 � 1), torej predpostavimo

re²itve oblike:

Θ = θ + vΨ. (1.8)

Vstavimo zgornji nastavek v (1.7) pa dobimo:

1

ξ2

∂

∂ξ

(
ξ2∂Ψ

∂ξ

)
+

1

ξ2

∂

∂µ

(
(1− µ2)

∂Ψ

∂µ

)
= −nθn−1 + 1, (1.9)

kjer smo upo²tevali, da funkcije θ re²ijo obi£ajno Lane-Emdenovo ena£bo in zanemarili £lene

vi²jih redov v v. Za funkcijo Ψ uporabimo nastavek

Ψ = ψ0(ξ) +
∞∑
j=1

Ajψj(ξ)Pj(µ), (1.10)

kjer so Pj(µ) Legendrove funkcije, ki zado²£ajo diferencialni ena£bi

∂

∂µ

(
(1− µ2)

∂Pj
∂µ

)
+ j(j + 1)Pj = 0. (1.11)

Nastavek (1.10) je le obi£ajni multipolni razvoj kotnega dela funckije Ψ. Vstavimo nastavek

(1.10) v (1.9) pa z upo²tevanjem (1.11) in izena£itvijo koe�cientov pri Pj pridemo do:

1

ξ2

d

dξ

(
ξ2dψ0

dξ

)
= −nθn−1ψ0 + 1 in

1

ξ2

d

dξ

(
ξ2dψj
dξ

)
=

(
j(j + 1)

ξ2
− nθn−1

)
ψj. (1.12)

Sedaj poznamo diferencialne ena£be, ki jim morajo zado²£ati ψj, ni£ pa ²e nismo rekli o

koe�cientih Aj, ki prav tako nastopajo v (1.10). Te koe�ciente dolo£ata ena£bi (1.3), ki

jim mora dobljena re²itev zado²£ati in pa robni pogoj, ki izhaja iz zahteve po zveznosti
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gravitacijskega potenciala na povr²ju zvezde. Da lahko zadostimo tema pogojema moramo

dolo£iti gravitacijski potencial dobljene re²itve Ψ pri pobljubnih konstantah Aj.

Poissonovo ena£bo (1.4) zapi²emo s spremenljivkama ξ,µ in vstavimo ρ = λΘn, kjer Θ

podaja ena£ba (1.8):

1

ξ2

∂

∂ξ

(
ξ2∂Φ

∂ξ

)
+

1

ξ2

∂

∂µ

(
(1− µ2)

∂Φ

∂µ

)
= −(n+ 1)λ

1
n

[
θn + nθn−1v

(
ψ0 +

∑
j

AjψjPj

)]
(1.13)

Sedaj v istem smislu kot smo prej Ψ razvijemo tudi potencial Φ:

Φ = Φ0 + v

(
φ0(ξ) +

∑
j

φj(ξ)Pj(µ)

)
, (1.14)

kjer je Φ0 potencial nerotirajo£e zvezde. Ta nastavek vstavimo v (1.13) in izena£imo koe�ci-

ente pri vseh Pj. Enostavno je pokazati, da z uporabo (1.12) rezultirajo£e ena£be napi²emo

kot:

1

ξ2

d

dξ

(
ξ2dφ0

dξ

)
= (n+ 1)Kλ

1
n

[
1

ξ2

d

dξ

(
ξ2 d

dξ
(ψ0 − 1

6
ξ2)

)]
(1.15)

1

ξ2

d

dξ

(
ξ2dφj
dξ

)
− j(j + 1)

ξ2
φj = Aj(n+ 1)Kλ

1
n

[
1

ξ2

d

dξ

(
ξ2dψj
dξ

)
− j(j + 1)

ξ2
ψj

]
Re²itev prve ena£be je o£itna φ0 = (n+ 1)Kλ

1
n (ψ0 − 1

6
ξ2) + konst. Tudi re²itev druge hitro

najdemo, ta je φj = (n + 1)Kλ
1
n (Ajψj + Bjξ

j) + konst., kjer so koe�cienti Bj poljubni.

Potencial Φ0 nerotirajo£e zvezde dobimo iz ena£be (1.4), kjer £len z odvodom po µ odpade.

Hitro vidimo, da velja Φ0 = (n+ 1)Kλ
1
n θ + konst. Zduºimo vse rezultate v ena£bo (1.14):

Φ = (n+ 1)Kλ
1
n

[
Θ + v

(∑
j

Bjξ
jPj(µ)− 1

6
ξ2

)]
(1.16)

Ta rezultat sedaj vstavimo v radialno ena£bo v (1.3), ki jo moramo seveda zapisati z ustre-

znimi spremenljivkami. Iz izena£itve koe�cientov vidimo, da velja B2 = 1
6
in za vse ostale

Bj = 0. Potencial Φ je tako enak

Φ = (n+ 1)Kλ
1
n (Θ− 1

6
v(ξ2 − P2(µ)ξ2)) + konst. (1.17)

Koe�ciente Aj, ki se ²e vedno nahajajo v Θ dolo£i zahteva po zveznosti potenciala (1.17)

z zunanjim potencialom, na povr²ju zvezde. V prvem redu perturbacije je to kar na sferi z

radijem ξ1, ki zado²£a θ(ξ1) = 0. Zunanji potencial zado²£a Laplaceovi ena£bi ∇Φzun = 0 in

ga lahko v prvem redu v zapi²emo kot [1]:

Φzun = (n+ 1)Kλ
1
n

[
C0

ξ
+ v

∑
j

Cj
ξj+1

Pj(µ)

]
. (1.18)

S primerjavo teh dveh potencialov vidimo, da zahteva po njuni zveznosti in zveznosti odvodov

vodi do Cj = Aj = 0, za j 6= 2. Pri j = 2 dobimo:

C2

ξ3
1

= A2ψ2(ξ1) + 1
6
ξ2
1 in − 3C2

ξ4
1

= A2ψ
′
2(ξ1) + 1

3
ξ1. (1.19)
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Koe�cient A2 je torej enak:

A2 = −5

6

ξ2
1

3ψ3(ξ1) + ξ1ψ′2(ξ1)
(1.20)

in celotna re²itev re²itev na²ega problema

Θ = θ + v

[
ψ0(ξ)−

5

6

ξ2
1

3ψ3(ξ1) + ξ1ψ′2(ξ1)
ψ2(ξ)P2(µ)

]
, (1.21)

kjer funkciji ψ0 in ψ2 dolo£ata diferencialni ena£bi (1.12).

2 Numeri£no re²evanje

2.1 Lane-Emdenova ena£ba

V diferencialnih ena£bah (1.12), ki jih moramo re²iti, da dobimo ψ0 in ψ2 nastopa funkcija

θ, ki je re²itev obi£ajne Lane-Emdenove ena£be:

1

ξ2

∂

∂ξ

(
ξ2∂θ

∂ξ

)
= −θn. (2.1)

Poleg tega v kon£ni re²itvi (1.21) nastopa prva ni£la ξ1 re²itve zgornje ena£be. Analiti£ne

re²itve ena£be (2.1) obstajajo le v primerih z n = 0, 1, 5 [2], zato moramo v splo²nem zgornjo

ena£bo re²eviti numeri£no. Pri tem se hitro soo£imo s teºavo, saj je ena£ba (2.1) pri ξ = 0

singularna. Pomagamo si z razvojem re²itve okrog te to£ke. Vemo namre£ θ(0) = 1 in

θ′(0) = 0, vi²je odvode pa izra£unamo iz (2.1). Tako pridemo do [1]:

θ(ξ) ≈ 1− 1

3!
ξ2 +

n

5!
ξ4 − 8n2 − 5n

3 · 7!
ξ6 + . . . , (2.2)

kar uporabimo pri numeri£nem re²evanju. Z (2.2) izra£unamo re²itev θ in njen odvod θ′

nekje v bliºini izhodi²£a in od te to£ke nadaljujemo z numeri£nim re²evanjem. Numeri£no

dobljene re²itve prikazuje slika 1.

2.2 Rotacijske ena£be

Ko poznamo funkcije θ lahko za£nemo z re²evanjem ena£b, ki de�nirajo ψ0 in ψ2 (1.12):

1

ξ2

d

dξ

(
ξ2dψ0

dξ

)
= −nθn−1ψ0 + 1 in

1

ξ2

d

dξ

(
ξ2dψ2

dξ

)
=

(
6

ξ2
− nθn−1

)
ψ2. (2.3)

Tudi te imajo v izhodi²£u singularnost, kar obidemo na podoben na£in kot prej. Vstavimo

razvoj funkcij θ (2.2) v ena£bi (2.3) in tudi za funkciji ψ0,2 predpostavimo obliko ψ0,2 =

aξ2 + bξ39 + cξ4 + . . .. Re²imo in dobimo [1]:

ψ0 =
1

6
ξ2 − n

120
ξ4 +

n(13n− 10)

42 · 360
ξ6 + . . .

ψ2 = ξ2 − n

14
ξ4 +

n(10n− 7)

42 · 36
ξ6 + . . . (2.4)

4



1 2 3 4 5 6 7
Ξ

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Θ

Slika 1: Re²itve Lane-Emdenove ena£be (2.1) pri n = 1, 3
2 , 2, 3, v tem sosledju od leve proti desni.

Kot prej, izvrednotimo v bliºini izhodi²£a in od tam nadaljujemo numeri£no re²evanje. Ko

numeri£no izvrednotimo funkciji ψ0 in ψ2, izra£unamo ²e vrednost odvoda ψ′2(ξ1), pri prvi

ni£li re²itve Lane-Emdenove ena£be in vse skupaj sestavimo v re²itev Θ, kot narekuje ena£ba

(1.21). Primer dobljene re²itve Θ in primerjavo z re²itvijo nerotirajo£e zvezde prikazuje slika

2. Slika ustreza rotirajo£i in nerotirajo£i zvezdi z enako gostoto v sredi²£u. Rotirajo£a

zvezda je na polih splo²£ena.
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Slika 2: Primerjava re²itve rotiraja£e in nerotirajo£e politropne zvezde pri n = 1. Rde£a £rta

pripada nerotirajo£i zvezdi (kar re²itev Lane-Emdenove ena£be), modra in rde£a pa zvezdi z v = 0.1.
Re²itev rotirajo£e zvezde Θ je po (1.21) o£itno odvisna od kota ϑ. Modra £rta na sliki ustreza re²itvi

v smeri osi rotacije, rde£a pa v pravokotni smeri (v ekvatorialni ravnini). Iz poloºaja ni£el re²itve

takoj vidimo, da je zvezda splo²£ena.
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2.3 Oblika rotirajo£e zvezde

Sedaj, ko znamo poiskati re²itve rotirajo£e zvezde Θ, se vpra²amo po obliki take rotirajo£e

zvezde. Povr²ino zvezde dolo£a pogoj Θ(ξ) = 0, saj je gostota na tej to£ki enaka ni£. Re²itve

ena£be Θ(ξ) = 0, kjer je Θ dana z (1.21) poi²£emo numeri£no. Obliko zvezde v odvisnosti

od hitrosti rotacije v prikazuje slika 3. Zvezde pri manj²ih n so kompaktnej²e in se zato

lahko hitreje vrtijo. Na sliki vidimo, kako mo£an je vpliv ºe majhne rotacije na zvezde z

n = 4. Zanimivo je opaziti tudi razliko med raztezkom na ekvatorju in skr£itvijo na polih.

Pri velikih n na polih prakti£no ne opazimo skr£itve.
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Slika 3: Levo: Oblika rotirajo£e politropne zvezde z n = 1. Modra krivulja ustreza nerotirajo£i

zvezdi, zelena zvezdi pri v = 0.04 in rde£a pri v = 0.08. Desno: Oblika rotirajo£e zvezde z n = 4.
Modra krivulja ustreza v = 0, zelena v = 0.0002 in rde£a v = 0.0003.

2.4 Zvezde z enako maso

Pri obdelavi rotirajo£ih politropnih zvezd se je zanimivo vpra²ati ²e o sredi²£ni gostoti (λ)

zvezd z enako maso. Primerjamo sredi²£no gostoto nerotirajo£e in enako masivne rotirajo£e

zvezde. Da pridemo do mase zvezde moramo izvesti integral:

M = 4π

∫ ∫
ρr2drdµ ∝ λ

3−n
2n

∫ 2π

0

∫ ξ1(µ)

0

ξ2Θndξdµ, (2.5)

kjer smo upo²tevali de�nicije (1.6). S ξ1(µ) smo ozna£ili rob zvezde, torej prvo ni£lo funkcije

Θ. Zgornji integral lahko v prvem redu v v izvrednotimo analiti£no [1, 2], sami pa smo ga

re²ili numeri£no, kjer upo²tevamo tudi nesferi£nost zvezde. Ugotovimo, da imajo rotirajo£e

zvezde ve£jo maso kot nerotirajo£e z enako sredi²£no gostoto λ. Nadalje se vpra²amo kak²na

sprememba sredi²£ne gostote nerotirajo£e zvezde je potrebna, da bo imela zvezda enako maso

kot rotirajo£a. Rezultat pri treh vrednostih n prikazuje slika 4. Na slikah ri²emo gostoto

v odvisnosti od radija r, pri £emer gostoto rotirajo£e zvezde normaliziramo na 1. Ker se s

spremembo sredi²£ne gostote λ spremeni tudi radialna skala, moramo risati odvisnost od r

in ne od ξ, kjer zvezo med njima podaja (1.6).
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Slika 4: Gostota rotirajo£e in nerotirajo£e zvezde z enako maso v odvisnosti od radija. Rde£a

£rta prikazuje gostoto nerotirajo£e zvezde, zelena in modra pa rotirajo£e. Zelena v smeri ekvatorja,

modra pa v smeri polov. Gostota rotirajo£e zvezde je normalizirana na 1. Levo zgoraj: primer

zvezd pri n = 1, hitrost rotirajo£e zvezde je v = 0.1. Desno zgoraj: primer pri n = 2 in v = 0.01.
Spodaj: primer pri n = 4 in v = 0.0003.

Zanimivo je opaziti, da ima pri n = 4, v nasprotju z n = 1 in n = 2, rotirajo£a zvezda ve£jo

sredi²£no gostoto kot nerotirajo£a. To lahko iz ena£be (2.5) tudi pri£akujemo. Enostavno

je videti, da je vrednost n = 3 tista, ki lo£i med obema reºimoma. Masa zvezde je namre£

sorazmerna z M ∝ λ
3−n
2n in £e ho£emo, da imata rotirajo£a in nerotirajo£a zvezda enaki

masi, moramo mirujo£i zvezdi pri n < 3 pove£ati λ, pri n > 3 pa zmanj²ati.
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