UNIVERZA V LJUBLJANI
FAKULTETA ZA MATEMATIKO IN FIZIKO
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DOMACA NALOGA PRI PREDMETU ASTROFIZIKA

Numericno resi enacbo sfericno simetricnih
oscilacij zvezde za politropni model.

AVvTORJA: DENIS PETER IN ToMAZ MLAKAR

1 Izpeljava enacba za sfericno simetri¢no ni-
hanje zvezde

Za sfericno lupino snovi v zvezdi velja Newtonov zakon:

dv

Pt

kjer so p, p, v in @, casovno in radialno odvisni gostota, tlak, hitrost in
gravitacijski potencial.

Zanimajo nas zgolj sferno simetricne oscilacije, zato v okviru linearne
perturbacijske analize uporabimo nastavke:

=—-Vp—pVo,, (1)

p(rt) = po(r) (L +n(r,1)) (2)
p(r:t) = po(r) (1 +¢(r,1)) (3)
R(r,t) =r(1+ a(r,t)) (4)

Pri tem smo z r oznacili radij sfericne lupine ob casu ¢t = 0, z R pa radij
taiste lupine ob casu ¢.



Ce upostevamo nastavek za R(r,t), lahko koli¢ine v Newtonovem zakonu
zapisemo kot:
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m predstavja maso znotraj sfericne lupine z radijem R.
Za maso sfericne lupine dm velja, da se ohranja, torej je ob poljubnem
casu t enaka kot ob ¢asu t = 0. Velja torej

dm(r,t) = 4T R*(r,t)p(r,t) dR = 4mr?py dr
r2(1+ a)?*(1 4+ a+ray, )po(r)(1+n) = r?po(r) dr
(14 3a+2ra, )(1+n) =1,

oziroma

n=—3a—2ra,,. (8)

Potrebujemo Se zvezo med tlakom in gostoto, ki pa jo dobimo iz politrop-
nega modela
po = Kpq.

To zvezo vstavimo v nastavka za p in p, da dobimo

p(r;t) = Kpg(r)(1+@(r, 1)) = Kp" (r, t)(1+ ¢ (r, 1)) (1 = yn(r, 1))

oziroma
p(r,t) = yn(r,t) (9)
Enacbe (2) - (9) lahko sedaj vstavimo v enacbo (1)

) )
roLy = — (;: +po(;f> (I—a—=ray)—po(l+n)g(l—2a)

Za nihanje uporabimo nastavek a(r,t) = a(r)e™!

% = —gpo ter dobimo

, upostevamo Se zvezo
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Dobili smo torej diferencialno enacbo 2. reda za a(r), ki nam opisuje
amplitudo radialnega nihanja sferi¢ne lupine pri radiju r. Za reSevanje enacbe
potrebujemo Se dva robna ali zacetna pogoja. Za robni pogoj v sredisc¢u
zvezde predpostavimo, da je odmik tam enak 0 in napravimo limito enache
(10) v nicli. Dobimo:

hort (£ =g o) 22 (Ya -3+ Jalr) =0 (a0

a(0),,=0 (11)
Ko napravimo limito enacbe (13) na robu zvezde, dobimo $e drugi robni
pogoj [1]:
YRoa(Ro),r —(4 = 37)a(Ro) =0, (12)
kjer je Ry polmer zvezde.

Enacbo (10) sedaj preuredimo v brezdimenzijsko obliko s pomocjo enacb
politropnega modela zvezde:

1d (,d0)
po = pO" ! (14)
Po = pc®nv (15)

pri ¢emer so n = ﬁ politropni indeks, p. in p. tlak in gostota v srediscu
zvezde, & pa brezdimenzijski radij, za katerega velja:

£=Ar (16)
s 47eri_%
C K(n+1) (17)

Ce upostevamo ge, da velja [1]

gopo _ _(n+1)d®
Do AO  d¢’

(18)

lahko sedaj preuredimo enacbo (10) v

@+ (¢ + "G R )@k (2 CE2R g 0, o)

pri ¢emer je ) brezdimenzijska frekvenca, za katero velja

2 N 2
B 47ercw

(20)
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Zapisimo Se robna pogoja v brezdimenzijski obliki:
a(é‘ = O),g =0 (21)

’onfl(fo)aé —(4—37v)a(&) =0, (22)

kjer je & vrednost brezdimenzijskega radija na povrsini zvezde.

2 Numeri¢éno resevanje Lane-Emdenove enacbe

Ce hotemo resevati enacbo za radialno nihanje zvezde (19), moramo poznati
funkcijo ©(€) ter tudi vrednost brezdimenzijskega radija & na robu zvezde, saj
nam ta predstavlja zgornjo mejo numeric¢ne integracije. To vrednost dobimo
iz pogoja ©(§) = 0, saj je rob zvezde definiran kot tocka, kjer je gostota
enaka ni¢. Analiticne resitve Lane-Emdenove enacbe

1 d do
—— (&= ] =-0o" (23)
§2dg \7 dg
obstajajo samo za vrednosti n = 0, 1,5 [2]. Pri numeri¢nem resevanju enacbe
si pomagamo z razvojem funkcije ©(§) v vrsto okoli ni¢le. Zacetna pogoja
poznamo (©(0) = 1,0'(0) = 0), ostale odvode pa izra¢unamo iz Lane-
Emdenove enacbe. Dobimo:

¢ ng' | (5n—8n?)¢°

O =1—-2+_—+

(24)
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Ker je Lane-Emdenova enacba v ¢ = 0 singularna, ne moremo zaceti z
numeri¢nim integriranjem v tej tocki. S pomocjo enacbe (24) izra¢unamo
zaCetne pogoje v neki tocki blizu nicle (¢ # 0) [3] in numeri¢no integriramo
od te tocke dalje. Mathematica nam z ukazom NDSolve tak sistem resi,
reSitve za razlicne vrednosti n so prikazane na slikah od 1 do 3. Ukaz Find-
Root nam poisce nicle teh funkcij (brezdimenzijske radije), ki so podane v
Tabeli 1.
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Slika 3: ©(&) zan = 5/2 Slika 4: ©(§) zan =3/2,2,5/2
n 32 2 52
&o | 3.65375373 | 4.35287459 | 5.35527546

Tabela 1: Vrednost brezdimenzijskega radija zvezde za razlicne politropne

indekse.

3 Numeri¢no resevanje enacbe nihanja

Enac¢bo nihanja resujemo podobno kot Lane-Emdenovo enacho. Ker je enacba
singularna v £ = 0, s pomocjo razvoja v vrsto poiS¢emo prvi robni pogoj v
neki tocki & # 0, od katere potem enacbo naprej numeri¢no integriramo
do brezdimenzijskega radija. Pri tem upoStevamo, da si lahko a(0) izber-
emo poljubno, saj je vsaka reSitev, pomnozena s konstanto tudi resitev.
Lastne frekvence dobimo tako, da ponavljamo integracijo enacbe za razlicne
frekvence, dokler ne dobimo tistih, ki izpolnijo drugi robni pogoj. Na slikah
5 - 7 so prikazane vrednost izraza

7§0a(50)7§ —(4 = 3v)a(&o) (25)

bt



v odvisnosti od frekvence () za razlicne politropne indekse n. Frekvence, za
katere je vrednost izraza 0, so lastne frekvence, saj ustrezajo 2. robnemu
pogoju. Tabela 2 prikazuje lastne frekvence za politropne indekse 3/2, 2,
5/2, na slikah 8 - 13 pa so prikazane lastne funkcije za n = 5/2. Obmocje
numeric¢ne integracije smo razdelili na 10000 tock.
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Slika 5:  Vrednost izraza (25) v Slika 6: Vrednost izraza (25) v
odvisnosti od Q za n = 3/2 odvisnosti od 2 zan = 2

n=5/2
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Slika 7:  Vrednost izraza (25) v
odvisnosti od Q2 za n = 5/2

lastna funkcija | Qzan=3/2 | Qrzan=2|Qzan=>5/2
0 0.47516 0.34832 0.22182
1 1.02390 0.79525 0.58961
2 1.49225 1.15312 0.84919
3 1.94199 1.49451 1.09619
4 2.38056 1.82799 1.33745
5 2.80905 2.16203 1.57181

Tabela 2: Brezdimenzijske lastne frekvence za n=3/2, 2, 5/2.
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Slika 8: 1. lastna funkcija, n = 5/2
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Slika 10: 3. lastna funkcija, n = 5/2
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Slika 12: 5. lastna funkcija, n = 5/2
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Slika 9: 2. lastna funkcija, n = 5/2
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Slika 11: 4. lastna funkcija, n = 5/2
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Slika 13: 6. lastna funkcija, n = 5/2
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