
Astrofizikalni projektJure Oder17. maj 20071 NavodiloTlak v zvezdi je vsota prispevkov dinami£nega tlaka plina in sevalnega tlaka. Vzemi, da je vsota entropijobeh prispevkov na enoto mase po vsej zvezdi konst. Zapi²i ena£be zvezdne strukture za take zvezde injih numeri£no re²i (Mathematia,. . . ). Opi²i re²itve in jih primerjaj s klasi£nimi politropami.2 Izpeljava modelaZa za£etek izpeljimo vse ena£be, ki jih bomo potrebovali v nastavljanju modela. �eleli bi, da bi bile vseena£be v brezdimenzijski obliki.2.1 Ena£be v brezdimenzijski obliki2.1.1 Ena£ba stanjaKot prvo ena£bo zapi²imo ena£bo stanja. V navodilu je zapisano, da je tlak plina sestavljen tako iz tlakanormalnega plina, kot tudi iz tlaka, ki ga povzro£ajo fotoni. Celoten tlak tak²nega plina je se²tevek obehtlakov. Ena£ba stanja je potem
P =

̺kT

µmH
+

1

3
aT 4. (1)Tukaj P stoji za tlak, T za temperaturo, ̺ pa za gostoto plina. k je Boltzmannova konstanta, mH masavodika, µ povpre£na molekulska masa, a pa je povezan s Stefanovo konstanto.Vpeljimo brezdimenzijske spremenljivke s pomo£jo vrednosti v sredi²£u tak²ne zvezde:

P = Pcp; ̺ = ̺cρ; T = Tcτ.�e s tem ustrezno obdelamo ena£bo stanja (1), dobimo ena£bo stanja v brezdimenzijski obliki:
p = αρτ + βτ4.Pri tem sta parametra α in β:

α = ̺ckTc

µmHPc
; β =

aT 4

c

3Pc
.Vendar to nista neodvisna parametra. Tako kot smo izbrali spremenljivke, mora v zvezdi veljati

α + β = 1.Oba parametra sta tudi pozitivna, zato je njuna vrednost omejena na zaprtem intervalu od 0 do 1.Tako imamo za ena£bo stanja v brezdimenzijski obliki kar ena£bo
p = ατ(ρ − τ3) + τ4. (2)
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2.1.2 Hidrostatska in ena£ba porazdelitve maseKot naslednji korak pri izpeljavi modela, obravnavamo zvezdo, ki je v hitrostati£nem ravnovesju in ki jekrogelno simetri£na. Za tako zvezdo velja ena£ba hidrostatskega ravnovesja:
dP

dr
= −Gm

r2
̺. (3)Tukaj nastopa spremenljivka r kot radij od sredi²£a zvezde, m pa masa ki je zajeta v tem radiju r.Za porazdelitev mase velja ena£ba

dm

dr
= 4πr2̺. (4)Sedaj iz ena£be (3) izrazimo maso in jo vstavimo v ena£bo (4). Pri tem uporabimo prej vpeljanebrezdimenzijske koli£ine in tako dobimo
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d
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)

= ρ. (5)Sedaj uvedemo ²e brezdimenzijski radij ξ

r = r0ξ,kjer je
r0 =

√

Pc

4πG̺2
cter prepi²emo zgornjo ena£bo v

− 1

ξ2

d

dξ

(

ξ2

ρ

dp

dξ

)

= ρ. (6)Izpeljava te ena£be je popolnoma analogna, kot je pri politropnem modelu.2.1.3 Diferenial energije, energijaDiferenial energije na enoto mase zapi²emo v naslednji obliki:
dυ = Tdσ − Pd

(

1

̺

)

. (7)Tu υ stoji za energijo na enoto mase, σ pa za entropijo na enoto mase.To ena£bo spet prevedemo v brezdimenzijsko obliko, tako da uvedemo zna£ilno energijo in zna£ilnoentropijo:
υ = υ0u; σ = σ0s.Zna£ilno energijo υ0 nastavimo na Pc/̺c in zna£ilno entropijo σ0 na Tcυ0 ter tako dobimo naslednjozvezo

du = τds +
p

ρ2
dρ. (8)Notranjo energijo na enoto mase takega plina zapi²emo kot vsoto prispevkov notranje energije naenoto mase navadnega plina in plina fotonov na enoto mase:

υ = CV T +
a

̺
T 4 (9)Tukaj CV stoji za spei�£no toploto na enoto mase pri konstantnem volumnu. To je za sistem, kjer nevna²amo nove mase, kar enako spei�£ni toploti pri konstantni gostoti.Spei�£no toploto na enoto mase dobimo iz spei�£ne toplote. Ta za monoatomni plin zna²a 3Nk/2,kjer pa je N ²tevilo delev. Spei�£no toploto na enoto mase, pa dobimo tako da delimo z maso elotnezvezde, ki je NµmH . 2



Z upo²tevanjem prej²njih vpeljav, lahko ena£bo (9) predelamo v naslednjo obliko:
u = CV

̺cTc

Pc
τ + 3(1 − α)

τ4

ρ
.Sedaj spet vpeljemo novo brezdimenzijsko koli£ino Cρ, tako da je prvi £len kar enak αCρτ . S tem dobimoena£bo za energijo v brezdimenzijski obliki:

u = αCρτ + 3(1 − α)
τ4

ρ
. (10)Seveda pa, ker je spei�£na toplota na enoto mase monoatomnega plina kar 3

2

k
µmH

, je potem Cρ karenak 3/2.Ti dve ena£bi bomo potrebovali v naslednjem podpoglavju, kjer bomo izpeljali zvezo med temperaturo
τ in gostoto ρ za zvezdo katere entropija je konstantna.2.2 Konstantna entropija na enoto maseZdaj, ko imamo vse ena£be, ki jih bomo potrebovali v brezdimenzijski obliki, se lahko lotimo naslednjegakoraka. Poglejmo, kaj nam lahko pove podatek o konstanti entropiji na enoto mase.Za entropijo vemo, da je odvisna le od dveh spremenljivk, od gostote in temperature. Zaradi tegalahko njen diferenial zapi²emo na naslednji na£in:

ds =

(

∂s

∂ρ

)

τ

dρ +

(

∂s

∂τ

)

ρ

dτ. (11)Sedaj pa se lotimo iskanja teh dveh parialnih odvodov.Izkaºe se, da je drugi odvod zelo preprost in ga lahko najdemo takoj. Velja namre£, da je
(
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∂τ

)

ρ

=
1

τ
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)

ρ

=
αCρ

τ
+ 12(1 − α)

τ2

ρ
.Da smo lahko pri²li do tega, smo morali uporabiti ena£bi (8) in (10).Prvi odvod je malo teºje poiskati, saj moramo za to napisati ²e eno funkijo, ki je Legendrovatransformaija notranje energije. Le�to dobimo tako, da notranji energiji na enoto mase od²tejemo £len

sτ in nato zapi²emo diferenial te nove funkije, ki ga ozna£imo z df . Diferenial je po tem enak:
df = −sdτ +

p

ρ2
dρ =

(
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∂τ

)

ρ

dτ +

(
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∂ρ

)

τ

dρ.Iz tega pa je ºe razvidno, kam iljamo.
(
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∂ρ

)

τ

= − ∂2f

∂τ∂ρ
= − 1

ρ2

(

∂p

∂τ

)

ρ

.Ta odvod pa zlahka poi²£emo. Odvajamo ena£bo stanja (2) in dobimo:
(

∂s

∂ρ

)

τ

= −α

ρ
− 4(1 − α)τ3

ρ2
.Sedaj se s temi odvodi vrnemo v ena£bo (11) ter upo²tevamo, da se entropija ne spreminja. Tako dobimodiferenialno zvezo med temperaturo ter gostoto

dτ =
τ

ρ

αρ + 4(1 − α)τ3

αCρρ + 12(1 − α)τ3
dρ. (12)V tem je temeljna razlika med tem in politropnim modelom. Politropni model namre£ privzame zvezomed temperaturo in gostoto1, ki pa je druga£na od te diferenialne zveze.1V literaturi se navaja, da se izbere zveza med tlakom in gostoto (P = K̺γ), vendar pa velja tudi ena£ba stanja, ki jekar ena£ba za idealni plin. Tako v bistvu s to izbiro izberemo tudi zvezo med temperaturo in gostoto.3



To diferenialno ena£bo pa se da re²iti z nastavkom τ = Kρ
1

3 , kjer K ni konstanta. S tem nastavkomuspemo priti do re²itve
τ = ρ

1

Cρ exp

[

4(1 − α)

α

(

1 − τ3

ρ

)]

. (13)Graf te funkije za razli£ne vrednosti α je prikazan na sliki 1.
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Slika 1: Prikaz zveze (13) med gostoto in temperaturo pri konstantni entropiji. Vrednost parametra αraste od 0.05 do 0.95 po koraku 0.15 od krivulje v rde£i barvi, preko oranºne, zelene do modre (od zgorajnavzdol). V politropnem modelu (ki je izpeljan kasneje) bi ta graf bil ²op premi, ki se sekajo v to£ki
ρ = 1 ter τ = 1.2.3 Poskus analiti£ne re²itveKer je znana zveza med temperaturo τ in gostoto ρ lahko poskusimo priti do analiti£ne re²itve spremi-njanje tlaka skozi zvezdo. Vendar je ena£ba (13) impliitna in ni moºnosti, da bi katero od spremenljivk(temperaturo τ ali gostoto ρ) ekspliitno izrazili. Mogo£e pa je izraziti obe, temperaturo in gostoto, zneko novo spremenljivko z. Najprej nastavimo z = τ/ρ1/3 in iz tega dobimo
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(

zCρ exp
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3
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(
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α
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])
1

3−CρTako smo zgornjo ena£bo zapisali v parametri£ni obliki.S pomo£jo teh dveh zvez, lahko skozi ena£bo stanja (2) izrazimo tudi tlak le kot funkijo spremen-ljivke z. Zaradi hidrostatske ena£be (ena£ba (6)) pristanemo tako na nelinearni navadni diferenialniena£bi drugega reda za spremenljivko z po radiju ξ oblike
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kjer je
M =

dp

dz
; N =

d2p

dz2Tako pridemo do ugotovitve, da se do analiti£ne re²itve spreminjanja parametra z v odvisnosti od koor-dinate ξ ne bomo mogli dokopati. Preostane nam numeri£na re²itev.2.4 Numeri£na re²itevLahko bi numeri£no re²evali ena£bo (14) in pri²li do numeri£ne re²itve za z(ξ). Iz te re²itve bi potemizra£unali ρ(z). Vendar je za numeri£no re²evanje ena£be (14) potrebnih preve£ stranskih ra£unov. Zatouberemo druga£no pot.Vemo, da se tako temperatura τ kot tudi gostota ρ spreminjata po zvezdi samo v odvisnosti odkoordinate ξ. Zato lahko zapi²emo totalna difereniala teh dveh koli£in kot
dτ =

dτ

dξ
dξ dρ =

dρ

dξ
dξTako te totalne difereniale vstavimo v ena£bo (12) in dobimo

dτ

dξ
=

τ

ρ

αρ + 4(1 − α)τ3

αCρρ + 12(1 − α)τ3

dρ

dξ
. (15)Sedaj z pomo£jo ena£be stanja (2) ter hidrostatske ena£be (6) izpeljemo sistem diferenialnih ena£b zanumeri£no ra£unanje gostote po zvezdi.2.4.1 Izpeljava sistema diferenialnih ena£bZa izpeljavo sistem diferenialnih ena£b vzamemo najprej ena£bo (6) in uvedemo novo neznanko χ, takoda ena£bo prepi²emo v sistem (odvode po radiju ξ bomo od sedaj naprej ozna£evali s ′):

χ′ = −ρξ2

p′ =
ρχ

ξ2Vendar potrebujemo odvod tlaka po zvezdi. Le�tega dobimo s pomo£jo ena£be stanja (2).
p′ = ατρ′ + [αρ + 4(1 − α)τ3]τ ′.Sedaj uporabimo ²e zvezo (15) med odvodom temperature in gostote, tako da bo v zgornji zvezi na desnistrani nastopal samo odvod gostote:

p′ =
α2(1 + Cρ)ρ

2 + 20α(1 − α)ρτ3 + 16(1 − α)2τ6

αCρρ + 12(1 − α)τ3

τ

ρ
ρ′.Vstavimo to v zgornji sistem in dobimo:

ρ′ =
αCρρ + 12(1 − α)τ3

α2(1 + Cρ)ρ2 + 20α(1 − α)ρτ3 + 16(1 − α)2τ6

ρ2χ

τξ2
.Vidimo, da je odvod gostote odvisen od temperature, zato moramo v sistem vklju£iti tudi ena£bo (15).Seveda to storimo tako, da vstavimo pravkar izpeljani odvod nazaj v ena£bo (15). Zapisan eloten sistemse glasi:

χ′ = −ρξ2

ρ′ =
αCρρ + 12(1 − α)τ3

α2(1 + Cρ)ρ2 + 20α(1 − α)ρτ3 + 16(1 − α)2τ6

ρ2χ

τξ2
(16)

τ ′ =
αρ + 4(1 − α)τ3

α2(1 + Cρ)ρ2 + 20α(1 − α)ρτ3 + 16(1 − α)2τ6

ρχ

ξ25



Da lahko re²imo ta sistem ena£b, moramo seveda poznati tudi za£etne pogoje. Ti so sila preprosti.Zaradi izbranih brezdimenzijskih spremenljivk, mora veljati ρ(0) = τ(0) = p(0) = 1. Zaradi hidrostat-skega ravnovesja v sredi²£u zvezde pa mora veljati tudi ρ′(0) = τ ′(0) = p′(0) = 0. Iz tega lahko izpeljemoza£etne pogoje za sistem
χ(0) = 0; ρ(0) = 1; τ(0) = 1 (17)Nekaj teºav imamo z numeri£nim izra£unom odvodov v sredi²£u zvezde, ki pa jih je analiti£no pre-prosto izra£unati:

χ′(0) = 0; ρ′(0) = 0; τ ′(0) = 0 (18)Navedimo ²e nekaj zanimivih rezultatov. Ko numeri£no re²imo ta sistem ena£b, lahko izra£unamotudi radij ξ0 pri katerem gostota pade na 0. S to vrednostjo lahko izra£unamo radij zvezde
R =

√

Pc

4πG̺2
c

ξ1,maso zvezde
M = −

√

P 3
c

4πG3̺4
c

χ(ξ1)ter povpre£no gostoto zvezde
¯̺ = −̺c

χ(ξ1)

ξ3

1

.3 Izpeljava politropnega modelaPodobno kot zgornji model izpeljemo tudi politropni model. Ena£ba stanja v brezdimenzijski obliki tu,je preprosto kar
p = ρτ. (19)Pri tem modelu predpostavimo tako zvezo med temperaturo in gostoto, da velja
p = ργ . (20)Ta zveza je brez konstantnega faktorja zaradi enakosti v sredi²£u zvezde.Pri tem je γ odvisen tako od α, kot tudi od Cρ, £e vzamemo splo²nej²o ena£bo stanja in je po [1, str.21℄ enak:

γ = B +
(4 − 3B)2(γ′ − 1)

B + 12(1 − B)(γ′ − 1)
.Tukaj je γ′ razmerje spei�£nih toplot γ′ = (Cρ + 1)/Cρ, B pa je

B =
αρτ

p
.V politropnem modelu se predpostavi, da je γ konstanten po elotni zvezdi (s tem ko se predpostaviena£ba stanja). Tako vzamemo za vrednost p, ρ in τ kar vrednosti v sredi²£u zvezde in zato je B karenak α.V ²e vedno veljavno ena£bo (5) vstavimo (20). �e prej pa, zato da so ena£be lep²e uvedemo novospremenljivko:

ρ = θn,kjer je n = 1/(γ − 1). Tako dobimo
− (n + 1)Pc

4πG̺2
c

1

r2

d

dr

(

r2
dθ

dr

)

= −θn.Sedaj uvedemo ²e brezdimenzijski radij ξ = r/r0, kjer je
r0 =

√

(n + 1)Pc

4πG̺2
c6



in smo kon£no na brezdimenzijski ena£bi, ki se ji re£e tudi Lane�Emden�ova ena£ba:
− 1

ξ2

d

dξ

(

ξ2
dθ

dξ

)

= θn :To ena£bo potem prevedemo na sistem za numeri£no re²evanje, tako da uvedemo novo spremenljivko.Zapi²emo lahko kar eloten sistem
θ′ = u

u′ = −2u

ξ
− θn (21)(22)Za£etni pogoji za ta model so

θ(0) = 1

u(0) = 0Z za£etnimi odvodi imamo tudi tukaj nekaj teºav zato jih izra£unamo analiti£no. Odvod θ′(0) je karenak u(0), torej 0. Drugega izra£unamo s pomo£jo druge ena£be v sistemu (21) ter L'Hospitalovegapravila izra£unavanja limit:
lim
ξ→0

u′ = −2 lim
ξ→0

u

ξ
− 1 = −2 lim

ξ→0

u′

1
− 1iz £esar pa sledi

lim
ξ→0

= −1

3
.Torej sta odvoda

θ′(0) = 0

u′(0) = −1

3Zna£ilni radij r0 se v tem modelu razlikuje od zgornjega modela za faktor √n + 1. �e vedno, pa jeena£ba modela odvisna samo od dveh parametrov (α in Cρ), oziroma od enega, £e izvzamemo Cρ.4 Primerjava modelov�e ºelimo primerjati modela, se je smiselno vpra²ati, kdaj bosta modela najbolj enaka. Se pravi, kakomoramo izbrati parameter α, da se bosta modela najbolje ujemala2. To lahko poi²£emo tako, da zapi²emodiferenial entropije, za politropni model. Diferenial entropije, ki smo ga izpeljevali v enem od prej²njihpoglavij se glasi:
ds =

1

τ

(

∂u

∂τ

)

ρ

dτ − 1

ρ2

(

∂p

∂τ

)

ρ

dρ. (23)Nismo ²e poiskali zveze med temperaturo in gostoto v politropnem modelu, vendar je to zelo preprosto.Vzamemo ena£bi (20) in ena£bo stanja (19) in dobimo, da je
τ = ργ−1.V komentarju slike 1 je ºe omenjeno, da bi ta zveza bila prikazana kot ²op premi s prese£i²£em v

ρ = 1 ter τ = 1. To samo po sebi ²e ne pomeni ujemanja politropnega modela z modelom konstantneentropije, za vrednosti parametra α ena ali ni£. Tam je namre£ v modelu konstante entropije zvezamed temperaturo in gostoto ravno tako poten£na (ne vemo pa ali je potena enaka kot v politropnemmodelu). Ta zveza tudi ni edina, kateri mora biti zado²£eno za ujemanje modelov. Ujemati se morata2Parametra Cρ ni smiselno prilagajati, saj imamo v zvezdah vedno idealni plin.7



tudi sami ena£bi stanja (ena£bi (2) in (19)). Tako lahko ºe upravi£eno pri£akujemo, da se bosta modelaujemala vsaj pri α = 1.Izra£unajmo diferenial temperature:
dτ = (γ − 1)ργ−2dρ.V politropnem modelu imamo idealni plin (u = Cρτ), zato se eloten diferenial entropije glasi(vstavimo ustrezne odvode v (23)):

ds = [(γ − 1)Cρ − 1]
dρ

ρ
. (24)To ena£bo sedaj integriramo in dobimo

∆s = [(γ − 1)Cρ − 1] ln
ρ2

ρ1

= [Cρ − n] ln
θ2

θ1

.Slika 2 prikazuje £len pred logaritmom v odvisnosti od parametra α. O£itno iz slike je, da bi moralabiti razlika med modeloma najmanj²a, ko je α = 1. To ni presenetljivo, saj sta ena£bi stanja in zvezamed temperaturo in gostoto v tem primeru identi£ni.
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Slika 2: Prikaz faktorja (γ − 1)Cρ − 1 v odvisnosti od α. Iz te slike pri£akujemo, da se bosta modelanajbolje ujemala pri vrednosti α = 1. �e ve£, ko imamo samo navaden snovni plin, se morata modelapopolnoma pokriti. Imamo idealni plin, tako je Cρ = 3/2.5 ProgramPreden predstavimo rezultate modela, je potrebnih ²e nekaj besed o sami ra£unalni²ki implementaiji.Hitro postane jasno, da sistema diferenialnih ena£b (16) ne moremo numeri£no integrirati, ker ne vemokon£ne meje integraije. Ta meja je seveda, kot je ºe omenjeno, tam, kjer gostota ρ doseºe vrednost 0.�e vedno pa ne vemo radija, pri katerem se to zgodi. V ta namen uporabimo strelsko metodo integraije.Za primerno uporabo te metode, pa je potrebno sistem (16) malenkost preoblikovati. Spet uvedemonovo neznanko x = ξ/ξ0 in preoblikujemo vse odvode v sistemu. Odvode po spremenljivki x ozna£imos ˙ in dodamo eno diferenialno ena£bo
χ̇ = −ρξ3

0
x2

ρ̇ =
αCρρ + 12(1 − α)τ3

α2(1 + Cρ)ρ2 + 20α(1 − α)ρτ3 + 16(1 − α)2τ6

χρ2

ξ0x2τ

τ̇ =
αρ + 4(1 − α)τ3

α2(1 + Cρ)ρ2 + 20α(1 − α)ρτ3 + 16(1 − α)2τ6

χρ

ξ0x2

ξ̇0 = 0 8



Integraija sedaj te£e po spremenljiviki x od 0 do 1. Za£etni pogoji za χ, ρ in τ ter za njihove odvodeostanejo nespremenjeni, dodati pa bi bilo potrebno ²e enega, to je za ξ0. Tukaj v igro vstopi strelskametoda. Ta pogoj ugibamo, na konu integraije pa primerjamo rezultate χ, ρ ter τ s predpisanimivrednostmi na robu zvezde. Dovolj je, da primerjamo gostoto ρ in koliko je le ta oddaljena od vrednosti0. Tako je iskanje radija zvezde prevedeno na iskanje ni£le neke kompliirane eno�parametri£ne funkije,ki za parameter sprejme ξ0 in izra£una gostoto ρ ob vrednosti x = 1.Analogno uporabimo strelsko metodo tudi v primeru politropnega modela. Seveda pa je potrebnoizra£unan radij zvezde ξ1 v politropnem modelu ustrezno pomnoºiti s faktorjem √
n + 1 zaradi malenkostdruga£ne nove spremenljivke radija ξ.V politorpnem modelu se zaradi numeri£nega ra£unanja in strelske metode malenkost prilagodi tudidrugo ena£bo v sistemu (21):

u′ = −2u

ξ
− |θ|n.Ta absolutna vrednost se doda zato, da lahko za za£etni pribliºek radija ξ1 vzamemo tudi radij, ki jeve£ji od pravega. V druga£nem primeru se integraija kon£a, takoj ko bi θ dosegla negativno vrednost,za poljuben n, kar pa je pri radiju zvezde.Program sam je spisan v programskem jeziku C++, s pomo£jo knjiºnie Numerial Reipes in C++[3℄verzije 2.10 za Unix operaijski sistem.6 RezultatiV tem poglavju so predstavljeni rezultati diferenialnih ena£b in strelske metode. Ujemanje modelov jeres popolno pri vrednosti parametra α = 1. To, kot je ºe omenjeno, ni presenetljivo, saj sta ena£bi stanjav tem primeru identi£ni. Presenetljivo pa je morda to, da neujemanje modelov ni najve£je pri α = 0, kotje razvidno iz slike 5, ampak pri α ∼ 0.7.Za ra£unanje je vzet idealni plin, zato je Cρ = 3/2. Vsi radiji so brezdimenzijski z zna£ilnim radijem
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(b)Slika 3: Prikaz gostote v modelu pri razli£nih vrednostih parametra α v navadni in semi�logaritemskiskali. Razlika je bistvena le na robu zvezde.
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(b)Slika 4: Prikaz razlike gostote v obeh modelih. Modela se v primeru α = 0 in α = 1 ne prepleteta. Gledena kon£ne ²pie, ki jih vidimo v semi�logaritemski skali, pa bi lahko sklepali, da je razlika v teh dvehprimerih v okviru numeri£ne napake. Nasploh pa je razlika med modeloma zelo majhna.
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